Tema 1

INTRODUCCIQN ALA
MODELIZACION MATEMATICA

1.1. Introduccion

Una de las herramientas mas interesantes que actualmente disponemos para analizar
y predecir el comportamiento de un sistema econdémico es la construccion y posterior
simulaciéon de un modelo matematico. Son muchas las razones que justifican la edad
de oro que hoy en dia vive la modelizaciéon matematica, pero debemos de destacar,
en primer lugar, el mejor conocimiento de los procesos econémicos, y en segundo
lugar, el espectacular avance de los ordenadores y el software matematico.

Puesto que este trabajo es una introduccién al estudio de los Modelos Mateméticos
en la Empresa, es conveniente comenzar esta primera secciéon precisando lo que en-
tendemos por un modelo matematico.

Con frecuencia la palabra modelo tiene distintas interpretaciones, nosotros la apli-
caremos en el sentido dado por el profesor Sizto Rios, [53]:

“un modelo es un objeto, concepto o conjunto de relaciones, que se utiliza para
representar y estudiar de forma simple y comprensible una porcion de la rea-
lidad empirica”.

Desde el punto de vista del determinismo, detras de un fenrheno econémico siempre
hay un conjunto de ecuaciones que son capaces de determinar las consecuencias
del fenémeno a partir de sus causas. Es bastante usual que en un determinado
fenémeno econémico seamos capaces no solo de distinguir ciertos procesos sino que
ademas podamos encontrar las relaciones que existen entre ellos. En estos momentos
estaremos en condiciones de construir unas ecuaciones que lo describan y a las que
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llamaremos un modelo matematico del fenémeno econdémico.

Como es natural, de un mismo fenémeno econémico podemos construir muchos
modelos matematicos diferentes entre si, cuyo grado de eficacia dependera del conoci-
miento que tengamos de los procesos que se investigan y de las posibilidades que
tengamos de experimentar.

Fenémeno a modelizar de la realidad Construccién del modelo

EN

y

Validacion del modelo Resolucion del modelo

Figura 1.1: Fases de la modelizacién.

Generalmente los métodos que se utilizan para estudiar un fenémeno econémico son
la construccion de un modelo matematico o bien el uso del método cientifico, el cual
estd basado en:

a) La observacion y en la descripcién.

(
(b

)

) El desarrollo de hipétesis o explicaciones.

(c) La comprobacién por experimentacién de dichas hipétesis.
)

(d) La aplicacién de estos conocimientos en la resolucién de problemas similares.

Supongamos un problema concreto, como por ejemplo, determinar la cantidad de
empresas que existiran dentro de un ano conocida la situacién actual, en un entorno
que presenta cierta estabilidad. Ante esta situacién, podemos recurrir a observacio-
nes anteriores e intentar dar una estimacién del dato pedido. Es decir, podemos hacer
uso de una herramienta estadistica y proponer un resultado mas o menos acertado
segun la complejidad de la técnica empleada. Pero si el problema que abordamos es
tal, que apenas disponemos de datos actuales o pasados, debemos de elaborar un
modelo que sea capaz de dar solucién al problema planteado y ademaés nos aporte
informacion, de tal manera que nuestra actuacion en el futuro sea la més acertada.
Esta tltima situacion es la que se presenta con mas frecuencia cuando se estudia un
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fenomeno econdmico.

Es evidente, que una de las ventajas del uso de los modelos matematicos es su bajo
costo, si lo comparamos con los modelos fisicos. Por ejemplo, es mucho més barato
y rapido elaborar un modelo matematico que describa la evolucién del nimero de
empresas que empezar con un determinado nimero de ellas y esperar cierto tiempo
para poder experimentar con ellas.

1.2. Elaboracion de modelos matematicos

Los modelos y la realidad estan relacionados a través de dos procesos: la abstra-
ccién y la interpretacién. El primero de ellos nos obliga a encontrar cuales son los
elementos més importantes del problema y cuales son los accesorios. Para saber si
un elemento es o no importante tendremos que ver su efecto relativo en la evolucién
del sistema. En cuanto a la interpretacion, debemos de entenderla como la manera
en que las componentes del modelo (pardmetros, variables) y su comportamiento
pueden estar relacionadas con las componentes, caracteristicas y comportamiento
del sistema real que queremos modelar.

Por tanto, la primera de las fases necesaria para construir un modelo matematico es
la abstraccién, para ello tenemos que establecer ciertas hipotesis, definir las variables
y desarrollar las matematicas adecuadas para poder resolver el problema. La fase
siguiente es tratar de simplificar las herramientas matematicas utilizadas. Los resul-
tados que se deducen del modelo matematico nos deberian llevar a poder efectuar
algunas predicciones sobre el mundo real. El paso siguiente seria recoger datos de
la situacion de la que se ha extraido el modelo y compararlos con las predicciones.
Si no coinciden, los datos que ya poseemos nos pueden servir para modificar las
hipotesis. Si las predicciones coinciden con la realidad, entonces las hipdtesis son
correctas y también lo son las variables definidas. En caso contrario, si se observan
discrepancias serd necesario construir otro modelo mas aproximado y fiable. Como
podemos ver, la creacién de un modelo matematico es un proceso progresivo.

SISTEMA REAL MODELO

Abstraccion

Interpretacion

Figura 1.2: Conexién entre la realidad y su modelo.
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A continuacién expondremos més detenidamente los pasos que debemos seguir para
construir un modelo matematico.

(a)

Se debe empezar formulando las siguientes preguntas:

s ;Cuadl es la informacién que realmente necesitamos?.

= ;A qué se reduce ahora el problema?.
Descripcién cualitativa del modelo.

= Se debe iniciar por el mas simple que describa el comportamiento econémi-
co del sistema.
= Ver si los resultados que nos aporta el modelo dan respuesta a las pre-
guntas planteadas.
Descripcion cuantitativa del modelo.
s Tenemos que definir las variables y ver la manera en que estédn relacio-
nadas.
= Debemos definir los parametros del modelo, y asegurarnos de que cual-
quier otro parametro es redundante.
Introduccién de las ecuaciones del modelo.
= Se escriben las ecuaciones, con la ayuda de un diagrama o de una tabla.
Analisis de las ecuaciones.
= Debemos comprobar que su andlisis da respuesta a las cuestiones plan-
teadas.

= Se encuentra la solucién general.
Volver a examinar las hipotesis.

= Se intenta simplificar el modelo.
= Si nuestro modelo no responde a las preguntas iniciales, debemos volver
a los pasos (¢), (d) y (e).

Relacionar los resultados encontrados con hechos conocidos.

= ;Se ha contestado al aspecto econémico?.
= ;Estan los resultados de acuerdo con la intuicién?.

= ;Confirman los datos o los experimentos dichos resultados?.
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El diagrama de la Figura 1.2 representa las principales etapas que intervienen al
construir un modelo matematico de una situacion real.

A continuacién utilizaremos un ejemplo elemental, en concreto la evoluciéon de un
cultivo de cierto tipo de células, para construir un modelo matematico.

= Descripcién del fenémeno real y objetivos del modelo. Para conocer
como evoluciona el cultivo realizamos diversos experimentos y observamos un
rapido crecimiento de la poblacion. El tipo de preguntas que podemos hacer
son las siguientes: jcémo varia el nimero de células con el tiempo?, ;qué tipo
de variables influyen en su desarrollo?.

= Eleccién de variables. En la fase de experimentacién se ha podido observar
que la célula crece, se divide en dos y cada una de ellas inicia de nuevo el proceso
de crecimiento. Se detecta ademéas que el tiempo necesario para que crezca una
célula y se duplique es aproximadamente 20 minutos. Por tanto, el tiempo de
vida de una célula, podemos considerarlo como una variable que interviene en
el problema. Es evidente que existen muchas otras variables, las cuales pueden
ser clasificadas en variables de entrada, que son las que pueden influir en los
resultados, y variables de salida, que corresponden a los resultados. En nuestro
problema, seleccionamos como variable de salida el niimero de células existente
en el cultivo en el tiempo t. El tiempo ¢ transcurrido desde el instante inicial
sera la variable independiente.

Sistema Real Modelo empirico

Experimentacion

Conceptualizacion
Nueva —
modelizacién | Prediccion |
No { 1si
L
idacio Model
Validaci6én il
3 matemdtico
Relaciones
T Proceso logico-
deductivo
Relaciones
Desconceptualizacién matematicas

Figura 1.3: Etapas necesarias para construir un modelo.

= Relaciones cualitativas entre las variables. De los experimentos realizados
se desprende que bajo las mismas condiciones de partida, el nimero de células
del cultivo crece con el tiempo.

= Recopilaciéon de datos. En la Tabla 1.1 aparecen los datos recogidos en la
fase de experimentacion. Observemos que los datos recopilados permiten ser
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ajustados por los valores, 100, 2 x 100, 22 x 100, 2% x 100, 2% x 100, - --, que
corresponden a un crecimiento exponencial. Este tultimo paso es el verdadera-
mente importante en el proceso de modelado.

Modelo empirico de crecimiento. Como consecuencia de la etapa anterior,
se observa que el proceso de multiplicacién de las células se puede describir
como “una duplicacion de la poblacion cada 20 minutos’. Tanto en esta fase co-
mo en las anteriores, juegan un papel fundamental los métodos de recopilacién
y analisis de datos.

’ Instante \ Tiempo \ Num. células ‘

0 0 100

1 20 209

2 2x 20 415

3 3x20 790

4 4%x20 1610
Tabla 1.1

Construcciéon del modelo matematico. Empezamos generalizando la situa-
cién anterior, en el sentido siguiente: sea N el niumero de células en el cultivo en
el instante inicial, y supongamos que la poblacién se multiplica por o en T" mi-
nutos. Bajo estas hipdtesis tendremos en los instantes 0, 1 x7T, 2xT, 3xT, - -,
las poblaciones N, aN, o®N, a®N, --- . En consecuencia, si y(t) representa al
nuamero de células en el cultivo en el instante ¢, sabemos que:

y(0) =N,  ylt)=ayt—-1).

Consecuencias del modelo. Del modelo construido podemos deducir algu-
nos resultados:

e Es inmediato comprobar que de las hipdtesis anteriores se obtiene
y(t) = Na'.

e También es facil encontrar el niimero de periodos T necesarios para pasar

de N células a N. B
'~ InN—-InN

In o

= Aplicacién practica. Encontrar el nimero de periodos de tiempo necesarios

para pasar de 400 células a 3210

In 3210 — In 400 N
In2 -
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= Validacion del modelo. Es el proceso de contrastar las predicciones propues-
tas por el modelo con los datos experimentales. Es evidente que si existen gran-
des diferencias entre estos valores debemos de rechazar el modelo propuesto.
Una buena herramienta de trabajo en esta fase son los tests de hipdtesis.

s Prediccion. Una vez que por la etapa anterior nos hemos asegurado de la
validez del modelo, pasamos a la etapa de prediccién. Por ejemplo, en la si-
tuacién que estamos analizando, si queremos obtener 3.200 células a partir de
400 células, necesitamos que pasen 3 periodos que equivalen a 60 minutos.

= Nuevo proceso de modelizacion. Si llegamos a la conclusion de que nuestro
modelo no es valido, entonces debemos retomar los datos experimentales y
proponer uno nuevo que sea mas adecuado.

A pesar de la gran importancia que hoy en dia tienen los modelos matematicos,
tenemos que tener en cuenta la siguiente observacion. Por lo general, en los modelos
tedricos, se consideran sélo las relaciones cuantitativas entre las variables depen-
dientes e independientes del mismo, y entonces entran en juego las matematicas.
Ahora bien, estos modelos describiran relaciones entre los organismos, pero nunca
pueden darnos el sentido econémico del proceso. Por tanto, serd imprescindible la
experimentacion biologica.

Por 1ltimo, un modelo matematico tiene que tener las siguientes cualidades:

= Debe ser coherente, es decir, tiene que dar cuenta de todas las observaciones
anteriores y permitir prever el comportamiento futuro del fenémeno econémico.

= Tiene que permitir su generalizacion, dentro de ciertos limites que conviene
determinar previamente.

= Debe ser robusto, en el sentido de tener capacidad de responder a los cambios
de los valores de los parametros.

= Y por tultimo, debe ser flexible, en el sentido de que pueda ser cambiado y
adaptado a nuevas situaciones.

Para ilustrar los comentarios realizados en torno a la construccion de modelos ma-
tematicos, vamos a exponer un modelo relativamente simple que puede verse en
la pagina 19 de lomeli el al, [46]. El modelo estd relacionado con la influencia en
el mercado laboral del salario minimo. En realidad, lo que se desea es estudiar la
influencia de la existencia de un salario minimo (minima cantidad que debe pagar
el empleador) sobre el nimero de trabajadores empleados y desempleados, con la
tnica intencién de ver como se comportan (cualitativamente) las variables més im-
portantes del problema.

El primer paso en la construccion del modelo es el de abstraccién, y para ello sera ne-
cesario realizar importantes simplificaciones, y establecer hipotesis que se deduzcan
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de la observacion de la realidad. De esta manera, se detectan las siguientes varia-
bles: el salario (w), el salario minimo (wy,, ), el nimero total de trabajadores (L), el
niumero de trabajadores que estarian dispuestos a trabajar por un salario determi-
nado (oferta laboral), y el nimero de trabajadores que las empresas estan dispuestas
a contratar a un salario dado (demanda laboral).

Las hipdtesis que se establecen son:

= FElsalario es la variable independiente; la oferta y la demanda seran las variables
dependientes.

» El salario minimo es una cantidad fijada por las autoridades monetarias.

» Existe un equilibrio en el mercado de trabajo, aquel donde la oferta y la de-
manda de trabajo sean iguales.

La siguiente fase es la de encontrar las relaciones entre las variables definidas. De
esta manera, la oferta se representa por L = f(w) siendo esta funcién continua y
creciente. Por otro lado, la demanda vendra representada por una funcién continua
pero decreciente L = g(w). Si el salario de equilibrio lo representamos por w*,
entonces es evidente que se cumple que w* > Wyip-

L
L=f(w) /
L [~ — \\—\————T;T‘
S = S |
B ke S
| I TTTe—
I | w
w’k Wmin

Figura 1.4: Relacién entre oferta y demanda.

A continuacion deducimos del modelo tedrico que el equilibrio en el mercado la-
boral se producird en el punto donde se cortan las curvas de oferta y demanda
f(w) = g(w), siendo las cantidas obtenidas w* y L*, en estos puntos no existira de-
sempleo voluntario. Si el salario minimo es mayor que w* la oferta laboral aumen-
tard L; > L*, mientras que la demanda laboral disminuird Lo < Lx,siendo L; — Lo
el numero de trabajadores desempleados involuntarios (véase la figura 1.4). De esta
cantidad, L* — Ly han perdido su empleo, mientras que L; — L* son el niimero de
personas que estaran dispuestos a trabajar por el salario minimo. La cantidad Lo
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que conservan el empleo aumentaran su salario hasta w,,;,.

Finalmente queda la etapa de verificacion y la extraccién de conclusiones. El mo-
delo predice que al imponer un salario minimo aumenta la retribucién de algunos
trabajadores a costa de un aumento del desempleo, que sera mayor o menor depen-
diendo de las pendientes de las curvas de oferta y demanda. Este estudio cualitativo
podria completarse con un estudio cuantitativo si de los datos experimentales somos
capaces de deducir las funciones oferta y demanda.

1.3. Clasificacion de los modelos matematicos.

Segun la filosofia con la que abordemos el mundo que nos rodea, asi serd el tipo de
modelo matematico que podemos construir. En concreto podemos clasificarlos en:

= Modelos deterministas: Son aquellos que a cada valor de la variable inde-
pendiente corresponde otro valor de la variable dependiente. Son especialmente
utiles en los sistemas que evolucionan con el tiempo, como son los sistemas
dinamicos. En ellos podemos conocer el estado del sistema transcurrido cierto
tiempo una vez que hemos dado valores a los distintos parametros que apare-
cen en el modelo.

Los modelos continuos son ttiles cuando tratamos de estudiar procesos en
los que se observa continuidad en el tiempo y en este caso lo adecuado es hacer
uso de las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, al estudiar algunos mode-
los econémicos, como son la dinamica de las poblaciones, puede apreciarse que
estamos ante un proceso discreto. Ahora, las ecuaciones en diferencias
nos ofrecen muchas posibilidades para deducir como cambian las propiedades
del sistema econémico al variar los parametros del modelo.

En concreto, las matematicas utilizadas para la evaluacién de los modelos de-
terministas son:

e Fcuaciones en diferencias.

Teoria de bifurcaciones.

e Fcuaciones diferenciales (ordinarias y parciales).

e Andlisis numérico.

= Modelos probabilisticos: Si en un modelo determinista, como por ejemplo
el logistico y'(t) = ry(t)(1 — y(t)/k), el pardmetro r varia aleatoriamente, lo
que hacemos es sustituir valores constantes por otros que cambian con cierta
probabilidad. En este caso estamos ante un modelo probabilistico. Por ejemplo:

e Procesos estocasticos.

» Modelos mixtos:
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e Fcuaciones diferenciales estocésticas.

= Modelos discretos matriciales: Son los mas frecuentes cuando el sistema
que estamos modelando estd dividido en una serie de clases. En un momento
dado, el estado del sistema puede representarse por un vector. El paso de una
etapa a otra se realiza a través de una matriz conocida con el nombre de matriz
de transicion.

e (adenas de Markov.
e Modelos de Leslie.
e Modelos de Lefkovitch.

En particular, y de una manera muy general desde el punto de vista de la Biologia,
podemos clasificar los modelos matematicos en los siguientes grupos:

= Modelos en bioquimica.

= Modelos de la evolucién de una poblacion.

» Modelos en fisiologia (de animales, de plantas).
= Modelos en la genética.

= Modelos en la creacion de patrones.

= Modelos en la epidemiologia.

= Modelos en las migraciones.

1.4. El papel de los ordenadores

Como tendremos ocasion de comprobar, gran parte del presente curso esta dedi-
cado al estudio de los modelos matematicos desde el punto de vista de los sistemas
dindmicos. Su estudio se inicia en el siglo XVII cuando Leibnitz y Newton descubren
el calculo diferencial.

En muchas ocasiones estaremos mas interesados en conocer el comportamiento a
largo plazo de un modelo que su solucién exacta, y para ello es muy conveniente
hacer uso del ordenador. Hasta hace unos pocos anos, cuando se populariza su uso, lo
habitual era simplificar convenientemente el problema para por lo menos disponer de
una solucién aproximada. Actualmente existe un interés creciente en el estudio de los
sistemas dindamicos debido fundamentalmente al aumento en la rapidez de calculo de
los ordenadores que nos permiten realizar multiples simulaciones de cualquier mode-
lo matematico. Paralelamente a la evolucién de los ordenadores se ha producido
un incremento notable en la cantidad y calidad de los programas que se utilizan.
La existencia de programas de célculo (Derive, Maple, Mathematica, MatLab) o
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de simulacién (Vensim, Stella) aplicables a todos los campos de las mateméticas
actuales, estd cambiando nuestra manera de enfrentarnos a nuestra investigacion
asi como a nuestra actividad docente.

1.5. Breve introduccion historica

Para poder encontrar un primer ejemplo de un modelo matematico aplicado a la
vida real tenemos que retroceder 250 anos. Entre los precursores se encuentra Rene
Descartes, matematico y filésofo, quien mantenia la hipdtesis de que, utilizando las
Matematicas como herramienta, se podia construir una teoria unificada de todas las
ciencias. Trabajo en campos muy diversos y en concreto en la Fisiologia, presentando
una explicacién matematica para las funciones fisiolégicas. Los modelos que proponia
eran muy poco rigurosos y desprovistos de fundamentacién experimental y, por
tanto, con un gran nimero de errores. A este respecto, una frase que frecuentemente
se comenta es la siguiente:

“Los modelos son erroneos ... pero muchos de ellos son ttiles”

Entonces, jcomo pueden ser tutiles si estan equivocados? La respuesta a esta pre-
gunta puede ser que por la misma razén que en el pasado mapas erréneos, donde se
suponia que la tierra era plana y con distancias equivocadas, fueron muy utiles para
viajar.

A finales del siglo XIX Federico Engels se lamentaba de lo poco que estaban introdu-
cidas las Matematicas en la vida real. Todo cambia a principios del siglo XX, cuando
Michaelis y Menten proponen un modelo bioquimico (que ain se utiliza hoy en dia),
para describir la catalisis enzimatica. Dos anos después, Lee presenté un modelo para
explicar los paraddjicos efectos de las radiaciones sobre las células. Ahora, tenemos
que trasladarnos hasta mediados de siglo para encontrar otro ejemplo interesante.
Baséandose en la propuesta de Galileo de establecer relaciones cuantitativas entre
magnitudes medibles, se intentaba encontrar un modelo que relacionase la intensi-
dad de un estimulo y la duraciéon del mismo. El esfuerzo fue inftil, poniéndose de
manifiesto que para tener éxito en el modelado es importante atender no solamente
a la experimentacion, sino también acertar en el tipo de relaciones cuantitativas a
estudiar. Ademads, a la hora de construir un modelo es fundamental saber separar la
informacion relevante que conocemos del problema de la que no lo es.

El contraste con esta tultima situacion lo encontramos en el modelo de Hodking
y Huzxley para la generacion y transmisién del impulso nervioso. En este caso, se
proponian relaciones entre variables que fisicamente tenian sentido. Este modelo
construido en 1952 suele ponerse como ejemplo de modelo matematico aplicado a
la Biologia, de hecho, algunos autores piensan que juega un papel en la Neurologia
semejante a las ecuaciones de Mazwell en el estudio del Electromagnetismo, ya que
a través de él es posible explicar todas las propiedades experimentales conocidas
respecto a la generacién y propagacion del impulso nervioso. Al mismo tiempo, el
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modelo sugeria que la dindmica de muchos procesos econémicos debia ser no lineal.

A partir de este momento, empieza la edad de oro para la construccion y posterior
interpretacion de modelos matemaéticos aplicados a la Biologia. En los anos 60 se pu-
blicaron un gran numero de trabajos, especialmente los relacionados con el sistema
nervioso, muchos de ellos con escaso interés practico. El siguiente paso importan-
te se da en la década de los 70 cuando se descubre que las soluciones de sistemas
dindmicos presentaban un comportamiento cadtico. Un ejemplo lo encontramos en
el modelo logistico de R. May, que supuso toda una revolucién comparable al impac-
to causado por el modelo de Hodgkin y Huxley. La teoria del caos inmediatamente
entusiasmé a bidlogos, fisicos y matematicos, dedicados al estudio de los modelos
matematicos.

De toda formas, muchas situaciones muy distintas, como pueden ser la actividad ce-
rebral, el electrocardiograma, la dindmica de poblaciones, el desarrollo embrionario,
la evolucion de las enfermedades, son escenarios muy dificiles de modelar a través
de modelos elementales. Sin embargo, podemos realizar las simplificaciones conve-
nientes que expliquen parcialmente el comportamiento del sistema o bien aplicar
unas nuevas herramientas matematicas, como es el uso de la geometria fractal, para
explicar la variabilidad de la frecuencia del corazon.

La Econometria, con una aportacién importante de la Estadistica, es la ciencia que
se ocupa de la construccion de los modelos econémicos; se inicié con el profesor de
la Universidad de Oslo Ragnar Frisch. Con la ayuda de otros colaboradores crearon
en 1930 la Sociedad de Econometria de los Estados Unidos, desde donde se edita
desde 1932 la revista Econometria.

1.6. Algunas definiciones basicas.

Desde un punto de vista matematico podemos categorizar un sistema como todo
aquello que cambia a partir de una variable. En este caso, la climatologia puede
cambiar a partir de una variable que denominamos tiempo. La Economia, por tanto
es un sistema que ademéas podriamos dividir en nuevos subsistemas que dependen
unos de otros; el mercado de valores, el mercado de maquinaria agricola, o el mercado
del aceite de oliva son subsistemas econdémicos que ademas guardan cierta relacion
entre ellos, una “retroalimentacion”.

En consecuencia, lo primero que debemos plantearnos a la hora de llevar a cabo este
estudio es definir lo que entendemos por sistema. En nuestro caso, un sistema es un
conjunto de entidades que actian y se relacionan entre ellas generando comporta-
mientos y resultados. Es interesante hacer notar que en un sistema, mas importante
que los elementos que lo componen son las relaciones que existen entre ellos. Por
ejemplo, en el sistema planetario, ademas de los planeta, lo mas interesante es la
manera que éstos interactian.

En opiniéon de Wittgenstein:
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“In mathematics we cannot talk of systems in general, but only within
systems. They are just what we cannot talk about.”

Un estado viene determinado por cada uno de los valores que puede tomar una
variable para cada uno de los valores del tiempo.

De una manera mas formal, un sistema dinamico estd compuesto por la terna
(E,T, ), siendo E el espacio de fase, T' el conjunto del tiempo, y ¢ : TeE — E que
cumple:

(a) ¢ es una aplicacién continua.
(b) Yz e E; ¢(0,2) =z
(C) Vo e Ea tha o € T> ¢(t17¢(t27$)) = ¢<t1 + t27x)

Un sistema dinamico consta de un conjunto de estados que cambian con el tiempo,
de tal manera que es posible determinar un estado cualquiera a partir del conoci-
miento del estado en el momento anterior.

Cuando el conjunto T es el conjunto de los nimeros naturales junto con el cero,
entonces el sistema se dice que es discreto. En el caso en el que T es el conjunto de
los niimeros reales, entonces el sistema es continuo.

Para estudiar los sistemas que se encuentran a nuestro alrededor, tenemos una he-
rramienta muy interesante a la que llamamos modelo. En concreto, el estudio que
estamos desarrollando se centra en los modelos matematicos.

El objetivo practico de la modelizacion consiste en representar de manera matemati-
ca fendmenos que ocurren en la naturaleza, en la Fisica, en la Economia, etc., con el
objetivo de comprenderlos mejor y analizar sus evoluciones que tendréan a lo largo
del tiempo.

Como se ha comentado de una manera formal, los modelos matematicos pueden
ser discretos (representados por un conjunto de ecuaciones en diferencias) y con-
tinuos (representados por un conjunto de ecuaciones diferenciales). Los modelos
discretos son aquellos en los que las variables de estado cambian instantaneamente
en instantes separados de tiempo. Es decir, el tiempo toma valores naturales (o el
cero), como por ejemplo el nimero de individuos de una poblacién en relacién a una
unidad de tiempo. Por el contrario los modelos continuos son aquellos en los que las
variables de estado cambian de forma continua con el paso del tiempo. El tiempo
toma valores que son ntmeros reales. Un ejemplo de modelo continuo es la velocidad
a la que cae una piedra desde un acantilado.

El estudio de los modelos discretos es el mas apropiado para estudio de sistemas co-
mo la economia en los cuales los resultados se presentan en periodos de tiempo. Por
ejemplo el valor de las acciones cada dia, el valor del PIB cada unidad de tiempo,
etc.
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Los modelos mateméticos pueden clasificarse en dos grandes bloques lineales y no
lineales. Un sistema dinamico serd lineal cuando los efectos son proporcionales a
las causas; por ejemplo el peso ya que si un objeto tiene el doble de masa que otro
su peso se duplicara. Cuando esto no ocurre, entonces el modelo es no lineal y su
modelizacién viene dado por una ecuacion no lineal, en estos sistemas se producen
relaciones internas que hacen imposible descomponer el sistema en sus partes para
poder analizarlo de forma separada. En ambos casos se habla de un sistema de-
terminista, ya que a través de ellos se puede determinar su comportamiento. Los
modelos mas interesantes son los no lineales, y ejemplos clésicos de estos sistemas
dinmicos son los movimientos del precio de las acciones en la bolsa, las turbulencias,
ete.

Existe una manera de representar graficamente a un sistema dindamico mediante su
espacio de fases. En el caso en el que el sistema se define por medio de n variables,
cada estado vendra representado por un punto de n coordenadas en un espacio de
n dimensiones, que recibe el nombre de espacio de fase. Por este motivo, una vez
conocido las variables que definen el modelo, su nimero determinara la dimension
del espacio de fase que se desea construir. En cada uno de sus ejes se representan
las distintas variables del modelo, y elegido un punto de partida (semilla) se dibuja
la solucién del modelo con este valor inicial (érbita). De esta manera se dispone de
un comportamiento cualitativo del modelo a largo plazo.

En muchas ocasiones se ha estudiado la Economia como un sistema lineal de tal
forma que se puede predecir el valor de ciertas variables. Es interesante conocer cuél
serd el valor de la accion = en el mercado de valores en el momento ¢ o cual el valor
del PIB per capita en el aio “AA”. Por desgracia, los sistemas lineales tienen sus
limitaciones y no se ajustan a los sistemas y variables econémicos como nos gustaria.
Los sistemas econémicos contienen una gran cantidad de variables que pueden mo-
dificar el sistema. Un aio de escasa lluvia podria implicar la obtencién de una mala
cosecha, una mala cosecha el descenso de la demanda de maquinaria para labores
agropecuarias, la baja demanda de estas la quiebra de una empresa cuya actividad
fundamental se encuentra en dicho sector, la quiebra, la subida de la cotizaciéon en
bolsa de una empresa multinacional debido a la entrada en un nuevo nicho de mer-
cado sin competencia gracias a la bancarrota anterior.

De esta forma se puede ver como varios subsistemas econémicos envian y reciben
informacion unos de otros produciéndose la llamada retroalimentacion. Este pulular
de informacién da forma y modifica a los subsistemas, que envian a su vez informa-
cién al sistema econdémico, que es el encargado en esa dinamica de “feedback” de
modular dicha informacién a través de una serie de reglas o normas.

Adam Smith usé el famoso término “la mano invisible” en su tan recurrente obra,
“la riqueza de las naciones” en 1776. Acuié dicha expresion para manifestar de for-
ma metaférica la capacidad del mercado para la autorregulacion. En realidad, lo
que Adam Smith sugeria entonces, era precisamente, esa capacidad de retroalimen-
tacion que se cumple en el sistema econémico y que a veces puede provocar una gran
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complejidad a la hora de estudiar los fenémenos que acontecen en dicha ciencia.
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