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Formas irregulares

@ Las formas geométricas reconocibles y que se pueden describir de

manera sencilla (una linea recta o curva, una circunferencia, un
tridangulo, una esfera, entre otras) no se encuentran frecuentemente
en la naturaleza.
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Formas irregulares

@ Las formas geométricas reconocibles y que se pueden describir de

manera sencilla (una linea recta o curva, una circunferencia, un
tridangulo, una esfera, entre otras) no se encuentran frecuentemente
en la naturaleza.

@ Muchos patrones de la naturaleza son tan irregulares y
fragmentados que presentan varios niveles de complejidad al
mirarlos con la geometria euclidea.
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Formas irregulares

@ Las formas geométricas reconocibles y que se pueden describir de

manera sencilla (una linea recta o curva, una circunferencia, un
tridangulo, una esfera, entre otras) no se encuentran frecuentemente
en la naturaleza.

@ Muchos patrones de la naturaleza son tan irregulares y
fragmentados que presentan varios niveles de complejidad al
mirarlos con la geometria euclidea.

@ " Las nubes no son esferas, las montafias no son conos, las costas
no son circulos, como la corteza de un arbol no es plana ni un rayo

viaja en linea recta, ... La naturaleza no solamente exhibe un grado
mayor sino también un nivel diferente de complejidad " .

B. Mandelbrot
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Definicién de fractal
@ En 1975 Benoit B. Mandelbrot establecié las bases de una nueva
geometria, que describe muchos de los patrones irregulares y
fragmentados que nos rodean, y que denominé fractales.
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Definicién de fractal
@ En 1975 Benoit B. Mandelbrot establecié las bases de una nueva
geometria, que describe muchos de los patrones irregulares y
fragmentados que nos rodean, y que denominé fractales.

@ Los fractales son un conjunto de formas generadas, normalmente,
por procesos matematicos iterativos y que se caracterizan por:
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Definicién de fractal
@ En 1975 Benoit B. Mandelbrot establecié las bases de una nueva
geometria, que describe muchos de los patrones irregulares y
fragmentados que nos rodean, y que denominé fractales.

@ Los fractales son un conjunto de formas generadas, normalmente,
por procesos matematicos iterativos y que se caracterizan por:

© Tener el mismo aspecto a cualquier escala de observacion.
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Definicién de fractal
@ En 1975 Benoit B. Mandelbrot establecié las bases de una nueva
geometria, que describe muchos de los patrones irregulares y
fragmentados que nos rodean, y que denominé fractales.

@ Los fractales son un conjunto de formas generadas, normalmente,
por procesos matematicos iterativos y que se caracterizan por:
© Tener el mismo aspecto a cualquier escala de observacion.
@ Tener longitud infinita.
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Definicion de fractal

@ En 1975 Benoit B. Mandelbrot establecié las bases de una nueva
geometria, que describe muchos de los patrones irregulares y
fragmentados que nos rodean, y que denominé fractales.

@ Los fractales son un conjunto de formas generadas, normalmente,
por procesos matematicos iterativos y que se caracterizan por:
© Tener el mismo aspecto a cualquier escala de observacion.
@ Tener longitud infinita.
© No ser diferenciables.

avas; F.J. Esteban; J.Ruiz y J.M. Quesada; Octubre, 2009 Dimensién fractal y enfermedades neurodegenerativas



Introduccién Formas irregulares
Definién de fractal
Un poco de historia
Autosemejanza

Definicion de fractal

@ En 1975 Benoit B. Mandelbrot establecié las bases de una nueva
geometria, que describe muchos de los patrones irregulares y
fragmentados que nos rodean, y que denominé fractales.

@ Los fractales son un conjunto de formas generadas, normalmente,
por procesos matematicos iterativos y que se caracterizan por:

© Tener el mismo aspecto a cualquier escala de observacion.
@ Tener longitud infinita.

© No ser diferenciables.

Q@ Tener dimensién no entera.
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Definicion de fractal

@ El conjunto de Mandelbrot presenta un borde terriblemente
complicado, y cuyo nivel de complejidad se mantiene constante
independientemente de la escala con la que sea observado.
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n poco de historia

@ La idea de describir los fenémenos de la naturaleza a través de leyes

de escalas no es reciente. Se han realizado muchos trabajos en esta
linea de investigacién, entre los mas destacados Bachelier en teoria
de la especulacién (1900), Kolmogorov en el contexto de los
liquidos viscosos (1941), y Mandelbrot en la variacién de precios
especulativos (1963).
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n poco de historia

@ La idea de describir los fenémenos de la naturaleza a través de leyes
de escalas no es reciente. Se han realizado muchos trabajos en esta
linea de investigacién, entre los mas destacados Bachelier en teoria
de la especulacién (1900), Kolmogorov en el contexto de los
liquidos viscosos (1941), y Mandelbrot en la variacién de precios

especulativos (1963).

@ La historia de los fractales arranca a finales del siglo XIX con la
aparicién de los llamados “monstruos matematicos”, curvas que
estaban en contra de toda intuicién.
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Un poco de historia

oo 2
@ En 1875, Riemann definié, f(x) = Z M.

2
n
n=1

A pesar de la “rareza"” de esta funcién, su grafica representa muy

bien a fendmenos cotidianos, como es la cotizacion en bolsa del
BBVA en un afo.
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n poco de historia

@ La funcidn f es continua. No obstante, demostrar la no
derivabilidad es mucho mas complicado. De hecho, ni Riemann ni
Weierstrass lograron hacerlo. En 1916, Hardy probd que f no es
derivable en los puntos irracionales y en algunos niimeros racionales.
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n poco de historia

@ La funcidn f es continua. No obstante, demostrar la no
derivabilidad es mucho mas complicado. De hecho, ni Riemann ni
Weierstrass lograron hacerlo. En 1916, Hardy probd que f no es
derivable en los puntos irracionales y en algunos niimeros racionales.

@ En 1872 K. Weierstrass definié una funcién continua que no era
derivable en ninguno de sus puntos.

p(x) = Z a" cos(b"mx)
n=0

Si 0 < a <1 lafuncién p(x) es continua. Ademas, Weierstrass
demostré que la funcién no es derivable en ninguno de sus puntos si,
37

b es un nimero impar y ademas ab > 1 + > -
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@ La funcién de Weierstrass también puede escribirse como,

Pw.a(X) = Z w=*cos(w'x), w>1, 0<a<l.
n=0
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@ La funcién de Weierstrass también puede escribirse como,

]38

Pw.a(X) = w=*cos(w'x), w>1, 0<a<l.

I
<)

n

@ La funcién py o (x) tiene cierta propiedad de invarianza frente a
cambios de escala.

o0
Pw,o(WX) Z w~ " cos(wwx) = w*(pw,a(x) — cos x)

n=

La funcién queda multiplicada por el factor w® salvo un término

adicional.
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Un poco de historia

@ Mandelbrot definié una familia de funciones que es invariante frente
al factor de escala (autosemejanza).

Yw,a(x) = Z w= " (1—cos(w'x)) =  Yuw.a(wx) = w Py o(x)

TN
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ww,a(X) 7'1/)w7o¢(WX) , o0 = 05, w=2
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n poco de historia

@ Una gran revolucién de ideas separa a las matematicas del siglo XIX
de las del siglo XX. La matematica cldsica tiene sus raices en las
estructuras geométricas regulares (de Euclides) y la dindmica

continua de Newton.
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@ Una gran revolucién de ideas separa a las matematicas del siglo XIX
de las del siglo XX. La matematica cldsica tiene sus raices en las
estructuras geométricas regulares (de Euclides) y la dindmica
continua de Newton.

@ La revolucién fue forzada por el descubrimiento de estructuras que
no encajaban en los patrones de Euclides y Newton. Estas
estructuras fueron pensadas como ‘“patolégicas”, como una galeria
de “monstruos matematicos” .
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n poco de historia

@ Una gran revolucién de ideas separa a las matematicas del siglo XIX
de las del siglo XX. La matematica cldsica tiene sus raices en las
estructuras geométricas regulares (de Euclides) y la dindmica
continua de Newton.

@ La revolucién fue forzada por el descubrimiento de estructuras que
no encajaban en los patrones de Euclides y Newton. Estas
estructuras fueron pensadas como ‘“patolégicas”, como una galeria
de “monstruos matematicos” .

@ La creacién de los “monstruos matematicos” o curvas que llenaban
todo el espacio, como la curva de Hilbert o la curva de Peano, fue
el mayor acontecimiento en el descubrimiento del concepto de
dimension, y fue el centro de atencién de un profundo debate entre
los matematicos de principios del siglo XX.
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n poco de historia
@ La crisis duré aproximadamente hasta 1925, teniendo como actores
principales, entre otros, a Cantor, Peano, Lebesgue y Hausdorff.
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n poco de historia

@ La crisis duré aproximadamente hasta 1925, teniendo como actores
principales, entre otros, a Cantor, Peano, Lebesgue y Hausdorff.

@ El sentimiento de gran parte de los matematicos queda reflejado en
las palabras de Poincaré:

“Cuando uno inventaba una nueva funcion, estaba en vista de
alguna meta conveniente; ahora se inventan intencionalmente para
poner los defectos de los razonamientos de nuestros padres”.
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n poco de historia

@ La crisis duré aproximadamente hasta 1925, teniendo como actores
principales, entre otros, a Cantor, Peano, Lebesgue y Hausdorff.

@ El sentimiento de gran parte de los matematicos queda reflejado en
las palabras de Poincaré:

“Cuando uno inventaba una nueva funcion, estaba en vista de
alguna meta conveniente; ahora se inventan intencionalmente para
poner los defectos de los razonamientos de nuestros padres”.

@ En 1933, Paley, Wiener y Sigmund determinaron que el movimiento

de particulas en suspensién observada por Brown en 1827,
(movimiento browniano) describe una trayectoria que no es

derivable en cada uno de sus puntos.

J.Navas; F.J. Esteban; J.Ruiz y J.M. Quesada; Octubre, 2009 Dimensién fractal y enfermedades neurodegenerativas



Introduccién Formas irregulares
Definién de fractal
Un poco de historia
Autosemejanza

Movimiento brownia

iz y J.M. Quesada; Octubre, 2009 i ion fractal y enfermedades neurodegenerativas



Introduccién Formas irregulares
Definién de fractal
Un poco de historia
Autosemejanza

Movimiento browni

En 1975, Mandelbrot hace uso de los mecanismos brownianos para
simular paisajes naturales: montafas y valles, costas, etc., controlando la
rugosidad por medio de un parametro.

A

485
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Fechas destacadas sobre fractales

1968.
1975.
1975.
1980.
1981.
1982.
1988.
1988.

Aristid Lindenmayer describe los sistemas L.
Mandelbrot inventa el término fractal.

Publicacién de: Fractals: Form, chance and dimension.
Mandelbrot ofrece la primera grafica de su conjunto.
Sistemas de Funciones Iteradas (Hutchinson).
Publicacién de: The Fractal Geometry of Nature.

Mandelbrot introduce el concepto de medidas multifractales.

Articulo de Barnsley y Sloan.
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@ Una de las caracteristicas de los objetos fractales es la
autosemejanza, por la cual el objeto puede descomponerse en
trozos cada uno de los cuales es idéntico al objeto completo.
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@ Una de las caracteristicas de los objetos fractales es la
autosemejanza, por la cual el objeto puede descomponerse en
trozos cada uno de los cuales es idéntico al objeto completo.

@ Una semejanza en el plano es una composicién de (a) una
dilatacién, (b) una traslacién, (c) una rotacién, y (d) una reflexién.
Es decir, una transformacién que conserva la forma y las
proporciones, pero que puede variar en tamafo, posicién y
orientacion.

s * )= +s 0 cosa  sena x\, 2
y ) 0 +s —sena  Cosa y b
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Autosemejanza

@ Un conjunto A C R? es autosemejante si existen semejanzas
S1,---, Sy, con factores de dilataciéon s; < 1,1 </ <N
respectivamente, tales que, A = S1(A)U --- U Sn(A).

Es decir, el conjunto A es la unién de N copias reducidas de si
mismo.

Etapa 1
——

Etapa 2
—— —— I 7% Etapas
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Autosemejanza

@ Un conjunto A C R? es autosemejante si existen semejanzas
S1,---, Sy, con factores de dilataciéon s; < 1,1 </ <N
respectivamente, tales que, A = S1(A)U --- U Sn(A).
Es decir, el conjunto A es la unién de N copias reducidas de si
mismo.

@ Ejemplos de conjuntos autosemejantes: el conjunto de Cantor, la
curva de Koch, y el cuadrado unidad. De ellos, los dos primeros son
fractales mientras que el tercero no lo es.

Etapa 1

Etapa 2

— — — — 3 <  FEtapa 3
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El problema de la dimension

Dimension fractal

Dimensién de autosemejanza

Dimensién box-counting

Determinacion experimental de la dimensién fractal

Dimensiones fractales

El problema de la dim

@ Para los objetos fractales se definieron diferentes tipos de
dimensiones, pero todas ellas surgieron en torno a la nueva rama de
las Matematicas propuesta por H. Poincaré que es la Topologia.
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Dimension fractal

Dimensién de autosemejanza

Dimensién box-counting

Determinacion experimental de la dimensién fractal

Dimensiones fractales

El problema de la dim

@ Para los objetos fractales se definieron diferentes tipos de
dimensiones, pero todas ellas surgieron en torno a la nueva rama de
las Matematicas propuesta por H. Poincaré que es la Topologia.

@ Desde el punto de vista topoldgico una linea recta y la curva de
Knoch no se pueden diferenciar, o una hoja de papel plana de otra
completamente arrugada
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Dimension fractal

Dimensién de autosemejanza

Dimensién box-counting
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Dimensiones fractales

El problema de la dimens

@ Una linea recta y la curva de Koch son topoldgicamente iguales. Al
tener la recta dimensién uno, si el concepto de dimensién fuese un

concepto topoldgico, entonces deberiamos pensar que la curva de
Koch también tendria dimensién topoldgica uno.
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Dimension fractal
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Dimensién box-counting
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Dimensiones fractales

El problema de la dimensié

@ Una linea recta y la curva de Koch son topoldgicamente iguales. Al

tener la recta dimensién uno, si el concepto de dimensién fuese un
concepto topoldgico, entonces deberiamos pensar que la curva de
Koch también tendria dimensién topoldgica uno.

@ Sin embargo, esto es un asunto bastante complicado en el que
trabajaron grandes matemdticos a lo largo del siglo XX (Poincaré,
Lebesgue, Brouwer, Cantor, Menger, Alexandroff, Peano, Hilbert).
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El problema de la dimensié

@ Una linea recta y la curva de Koch son topoldgicamente iguales. Al

tener la recta dimensién uno, si el concepto de dimensién fuese un
concepto topoldgico, entonces deberiamos pensar que la curva de
Koch también tendria dimensién topoldgica uno.

@ Sin embargo, esto es un asunto bastante complicado en el que
trabajaron grandes matemdticos a lo largo del siglo XX (Poincaré,
Lebesgue, Brouwer, Cantor, Menger, Alexandroff, Peano, Hilbert).

@ Hausdorff comentd, que crear el concepto correcto de dimensidn era
un problema muy complicado. De hecho se definieron mas de diez
conceptos diferentes: dimensién topoldgica, dimensién de Hausdorff,
dimensidn fractal, dimensién de autosimilitud, dimensién
box-counting, dimensién euclidea, etc.
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Medidas de curvas fractales

@ Mandelbrot llamé la atencidn sobre la divergencia en la medida de
las fronteras de algunos paises. Podemos preguntarnos, jcudl es la
medida correcta?, y el resultado es que no es posible medir dicha

frontera.
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Medidas de curvas fractales

@ Mandelbrot llamé la atencidn sobre la divergencia en la medida de
las fronteras de algunos paises. Podemos preguntarnos, jcudl es la
medida correcta?, y el resultado es que no es posible medir dicha
frontera.

@ Longitudes obtenidas de la costa de Bretana, y de una circunferencia
de 1000 Km. de diametro, con unidades de medidas diferentes.

h L(h)

h L(h) 500 Km | 3000 Km
500 Km | 2600 Km 259 Km | 3106 Km
100 Km | 3800 Km 130 Km | 3133 Km
54 Km | 5770 Km 65 Km | 3139 Km
17 Km | 8640 Km 33 Km | 3141 Km

16 Km | 3141 Km
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Medidas de curvas fractales

@ Representamos los datos de ambas tablas en un sistema de ejes
coordenados (en escala logaritmica), junto con la recta de regresién
que ajusta los datos correspondientes.

@ En el eje de abscisas se ha representado In(1/h), y en el eje de
ordenadas In(L(h)). La cantidad 1/h se puede considerar como la

precisiéon de la medida.
R RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRBRBRBRRRRRERRRRRRE
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@ La relacién entre la longitud L(h) y la escala o medida h, para la
costa, es del tipo lineal,

1
In(L(h)) =dIn (h) + b,
donde las constantes d y b caracterizan a la ley de crecimiento,
1\’ 1\°
In(L(h)) = In <h> el = Lh=K <h> = Kh™“
que como puede apreciarse se corresponde con una ley de potencia

L(h) = Kh=9.| La pendiente d de la recta de regresién es clave en
el concepto de la dimensién fractal de un objeto.
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Dimensién fractal (DF)

@ Las dimensiones fractales:

e Son un intento de cuantificar un sentimiento subjetivo
relacionado con la manera de rellenar el conjunto fractal el
espacio métrico que ocupa.

o Ofrecen unas medidas objetivas para poder comparar fractales.
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Dimensién fractal (DF)

@ Las dimensiones fractales:

e Son un intento de cuantificar un sentimiento subjetivo
relacionado con la manera de rellenar el conjunto fractal el
espacio métrico que ocupa.

o Ofrecen unas medidas objetivas para poder comparar fractales.
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Dimensién fractal (DF)

@ Las dimensiones fractales:

e Son un intento de cuantificar un sentimiento subjetivo
relacionado con la manera de rellenar el conjunto fractal el
espacio métrico que ocupa.

o Ofrecen unas medidas objetivas para poder comparar fractales.

@ Sea (X, d) un espacio métrico completo, y A un subconjunto
compacto no vacio de X.
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Dimensién fractal (DF)

@ Las dimensiones fractales:

e Son un intento de cuantificar un sentimiento subjetivo
relacionado con la manera de rellenar el conjunto fractal el
espacio métrico que ocupa.

o Ofrecen unas medidas objetivas para poder comparar fractales.

@ Sea (X, d) un espacio métrico completo, y A un subconjunto
compacto no vacio de X.

@ Sea B(x,¢) la bola cerrada de radio € > 0 y centro x € X.
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sién fractal (DF)

@ Las dimensiones fractales:

e Son un intento de cuantificar un sentimiento subjetivo
relacionado con la manera de rellenar el conjunto fractal el
espacio métrico que ocupa.

o Ofrecen unas medidas objetivas para poder comparar fractales.

@ Sea (X, d) un espacio métrico completo, y A un subconjunto
compacto no vacio de X.

@ Sea B(x,¢) la bola cerrada de radio € > 0 y centro x € X.

@ Deseamos definir un nimero entero N(A, ) que se corresponda con
el menor nimero de bolas cerradas de radio ¢ que son

necesarias para recubrir al conjunto A.
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@ N(A,¢) es el menor entero positivo (M) tal que A C UM, B(xy, €),
para algdn conjunto de puntos distintos {x, : n=1,2,--- , M} C X.
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Dimensién fractal

@ N(A,¢) es el menor entero positivo (M) tal que A C UM, B(xy, €),
para algdn conjunto de puntos distintos {x, : n=1,2,--- , M} C X.

@ Al ser A compacto, puede probarse que, este nimero N(A,¢)
siempre existe.
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@ N(A,¢) es el menor entero positivo (M) tal que A C UM, B(xy, €),
para algdn conjunto de puntos distintos {x, : n=1,2,--- , M} C X.

@ Al ser A compacto, puede probarse que, este nimero N(A,¢)
siempre existe.

@ La idea intuitiva que estad detrds de la DF es que A tiene dimensién
fractal D cuando N(A,e) ~ Ce~P (para alguna constante C)
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@ N(A,¢) es el menor entero positivo (M) tal que A C UM, B(xy, €),
para algdn conjunto de puntos distintos {x, : n=1,2,--- , M} C X.

@ Al ser A compacto, puede probarse que, este nimero N(A,¢)
siempre existe.

@ La idea intuitiva que estad detrds de la DF es que A tiene dimensién
fractal D cuando N(A,e) ~ Ce~P (para alguna constante C)

@ Si f(e) y g(€) son funciones reales de variable £ > 0; entonces
f(e) =~ g(e) significa que:
In(f(¢))

i e )) ~
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@ Despejando D (la dimensién fractal del conjunto A) en la expresién
anterior: o HE
b In(N(A,€)) — In(C)
e—0 In(1/€)
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@ Despejando D (la dimensién fractal del conjunto A) en la expresién

anterior: o HE
o A(N(A.9) — In(C)
e—0 In(1/€)
@ Pero ™€) 0 cuando e — 0

In(1/¢)
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@ Despejando D (la dimensién fractal del conjunto A) en la expresién

anterior:
D— Iim In(N(A,e)) — In(C)
e—0 In(1/€)
@ Pero ,,/7'(752) — 0 cuando e — 0

@ Entonces si:

 In(N(A2))
b=l = na/e)

existe,llamamos a D la dimensidn fractal de A.
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Dimensiones fractales

@ Existe una manera de medir el grado de complejidad, de ciertos
objetos, calculando cémo de rdpido aumenta la longitud (el drea, o
el volumen), cuando la unidad de medida se hace cada vez mas
pequena. La idea fundamental es darse cuenta que estas dos
cantidades estan relacionadas por una ley de potencia: y ~ x9.
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@ Existe una manera de medir el grado de complejidad, de ciertos
objetos, calculando cémo de rdpido aumenta la longitud (el drea, o
el volumen), cuando la unidad de medida se hace cada vez mas
pequena. La idea fundamental es darse cuenta que estas dos
cantidades estan relacionadas por una ley de potencia: y ~ x9.

@ Nos centraremos en dos tipos de dimensiones:

e Dimension de autosemejanza.

e Dimension box-counting.
Las dos son formas especiales de la dimensién fractal de
Mandelbrot, que estd basada en el trabajo fundamental que Felix
Hausdorff publicé en 1919.
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Dimensién de autosemejanza

@ En todas las estructuras autosemejantes (fractales o no) existe una
relacién entre el factor de escala y el nimero de trozos similares en
los que se divide la estructura.

h = tamano deuna parte
N(h) = mimero de partes

——t—t—t— D= dimensién

dimensién

——

7
N(h)-HO=1 N(h) 4@: 1

El exponente D coincide con la dimensién topoldgica (euclidea) de

la recta, el cuadrado o del cubo.
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de autosemejanza

@ Dada una estructura autosimilar, existe una relacién entre el factor
de reduccién h 'y el nimero de piezas N(h) en las cuales la
estructura puede ser dividida, que es

1 _ log N(h)
N(h)_h—D = D_m

donde al nimero D se le conoce con el nombre de dimension de
autosemejanza.
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de autosemejanza

@ Dada una estructura autosimilar, existe una relacién entre el factor
de reduccién h 'y el nimero de piezas N(h) en las cuales la
estructura puede ser dividida, que es

1 _ log N(h)
N(h)_h—D = D_m

donde al nimero D se le conoce con el nombre de dimension de
autosemejanza.

@ Esta dimension para la linea, el cuadrado, y el cubo es 1, 2, y 3,
respectivamente y para la curva de Koch:

_ log4 log 4% -~ log 4%

= = = ~ 1.2619
log3 log32 log3k
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Dimensién box-counting

@ Hasta ahora hemos trabajado con estructuras autosemejantes. La
pregunta es jqué puede hacerse con figuras complicadas?

En este caso, no existe una curva que pueda medirse con escalas
diferentes y ademdas no es autosemejante, aunque posee ‘‘ciertas
propiedades de escala”.
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@ Teorema. Sea A un subconjunto compacto de X, siendo (X, d) un

espacio métrico. Seae, =Cr" con0<r <1, C>0;y

n=1.23.5|D= tim "MNAZ))
n— o0 /n(]_/g-;n)

existe, entonces, D es la

dimensién fractal de A.
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@ Teorema. Sea A un subconjunto compacto de X, siendo (X, d) un
espacio métrico. Seae, =Cr" con0<r <1, C>0;y

n=1.23.5|D= tim "MNAZ))

existe, entonces, D es la
n—oo In(1l/ey)

dimensién fractal de A.

@ Teorema Box Counting. Sea A un subconjunto compacto no vacio
del espacio euclideo R". Cubrimos R” con una malla cuadrada de
lado 1/2". Sea N,(A) el nimero de cajas de longitud de lado 1/2"

In(N,(A
que intersectan al conjunto A. Si existe, | D = lim u
n—oo  [n(2M)

entonces, el conjunto A tiene como dimensién fractal D.
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@ Esta definicién de dimensidn fractal,

o In(Na(A))
D= i)

coincide con la dimension de Hausdorff-Besicovitch.
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@ Esta definicién de dimensidn fractal,

o In(Na(A))
D= i)

coincide con la dimension de Hausdorff-Besicovitch.

@ Sea S la imagen digital de una superficie fractal de dimensién D
conteniendo un total de M puntos. Entonces, la cota inferior Lg
para el tamano de las cajas usadas para estimar la cantidad de cajas
N(h) es:

LB _ LMiX

Mo

donde Lp.x es el tamaiio de la caja que encierra a toda la imagen

fractal.
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@ Cubrimos el conjunto con una malla de y contamos el niimero de
cuadrados que tocan cualquier parte del conjunto.
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@ Cubrimos el conjunto con una malla de y contamos el niimero de
cuadrados que tocan cualquier parte del conjunto.

@ Repetimos el proceso para mallas con cuadrados cada vez mas
pequenos.
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Determinaci i 6n fractal

@ Representamos los resultados en un gréfico, donde el eje de abcisas
representa el logaritmo del inverso del tamano de lado de las cajas,
Ln(1/r) y el eje de ordenadas el logaritmo del niimero de cajas no
vacias, Ln(N(r)).

122
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erminacion experimental de la dimensién fractal

@ Observemos que los puntos se sitian a lo largo de una linea recta de

pendiente positiva. Es decir se ajustan a una funcién del tipo
In(N(r)) = D In(1/r) + K. O bien, N(r) = C (})P
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erminacion experimental de la dimensién fractal

@ Observemos que los puntos se sitian a lo largo de una linea recta de

pendiente positiva. Es decir se ajustan a una funcién del tipo
In(N(r)) = D In(1/r) + K. O bien, N(r) = C (})P

@ Para fractales de la naturaleza la relacién N(r) = C (%

)P s8lo es
vélida para una coleccién limitada de valores de r. Evidentemente si
la relacién no ajusta a una ley de potencias, el conjunto no es

autosimilar.
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erminacion experimental de la dimensién fractal

@ Observemos que los puntos se sitian a lo largo de una linea recta de
pendiente positiva. Es decir se ajustan a una funcién del tipo
In(N(r)) = D In(1/r) + K. O bien, N(r) = C (})P

@ Para fractales de la naturaleza la relacién N(r) = C(

1
r

vélida para una coleccién limitada de valores de r. Evidentemente si

)P sélo es

la relacién no ajusta a una ley de potencias, el conjunto no es
autosimilar.

@ El valor exacto de la dimensién fractal del triangulo de Sierpinski es
) = 1.58496....
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La Esclerosis Muiltiple
Estudios preliminares
DF y cambios en la sustancia blanca en EM
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Aplicaciones Biomédicas

@ Podemos hacernos una idea del interés y oportunidad de la
aplicacién de la DF en investigaciones biomédicas tras realizar una
consulta en PubMed, (http://www.ncbi.nlm.nih.gov/entrez/):
cuando utilizamos como palabra clave fractal se obtiene un total de
3805 registros. Sin embargo, de entre todos son muy pocas y
puntuales las iniciativas de extender los resultados para
estructuras en 3D.
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La Esclerosis Muiltiple

@ La EM es una enfermedad autoinmune, inflamatoria y
neurodegenerativa (se estima en 40000 los implicados en Espafia)
que afecta principalmente a la sustancia blanca (SB) del sistema
nervioso central (SNC: cerebro y médula espinal).
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Esclerosis Muiltiple

@ La EM es una enfermedad autoinmune, inflamatoria y
neurodegenerativa (se estima en 40000 los implicados en Espafia)
que afecta principalmente a la sustancia blanca (SB) del sistema
nervioso central (SNC: cerebro y médula espinal).

DF de la Sustancia Blanca y Esclerosis Muiltiple 2D

@ Durante un ataque de EM se produce inflamacién en areas de la SB
del SNC en partes distribuidas al azar.
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Esclerosis Muiltiple

@ La EM es una enfermedad autoinmune, inflamatoria y
neurodegenerativa (se estima en 40000 los implicados en Espafia)
que afecta principalmente a la sustancia blanca (SB) del sistema
nervioso central (SNC: cerebro y médula espinal).

DF de la Sustancia Blanca y Esclerosis Muiltiple 2D

@ Durante un ataque de EM se produce inflamacién en areas de la SB
del SNC en partes distribuidas al azar.

@ A este proceso le sigue la destruccién de la mielina, que es una
lamina envolvente de las fibras nerviosas que facilita la transmisién
de los mensajes electroquimicos entre el cerebro, la médula espinal y
el resto del cuerpo
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Esclerosis Muiltiple

@ La EM es una enfermedad autoinmune, inflamatoria y
neurodegenerativa (se estima en 40000 los implicados en Espafia)
que afecta principalmente a la sustancia blanca (SB) del sistema
nervioso central (SNC: cerebro y médula espinal).

DF de la Sustancia Blanca y Esclerosis Muiltiple 2D

@ Durante un ataque de EM se produce inflamacién en areas de la SB
del SNC en partes distribuidas al azar.

@ A este proceso le sigue la destruccién de la mielina, que es una
lamina envolvente de las fibras nerviosas que facilita la transmisién
de los mensajes electroquimicos entre el cerebro, la médula espinal y
el resto del cuerpo

@ Cuando hay dafio de la mielina, la transmisién neuroldgica de los
mensajes ocurre mas lentamente o queda bloqueada totalmente, lo

que conduce a una reduccién o pérdida de funcién.
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La Esclerosis Mdltiple

@ Para el seguimiento de la enfermedad se utiliza la técnica de
resonancia magnética de imagen (MRI); los lugares luminosos de
una imagen MRI indican la presencia de las lesiones. Sin embargo,
éstas no siempre pueden detectarse en la primera fase de la

enfermedad.
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La Esclerosis Mdltiple

@ Para el seguimiento de la enfermedad se utiliza la técnica de
resonancia magnética de imagen (MRI); los lugares luminosos de
una imagen MRI indican la presencia de las lesiones. Sin embargo,
éstas no siempre pueden detectarse en la primera fase de la

enfermedad.

@ Puede evolucionar en brotes (remitente-recurrente) que es lo mas
frecuente. En la mitad de los pacientes, tras mas de 10 afios de
evolucién, puede comenzar una evolucién progresiva
(secundariamente-progresiva). Menos frecuentemente la
enfermedad evoluciona desde el inicio de forma progresiva, sin

brotes (primariamente-progresiva).
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@ Ante la aparicién de episodios de sintomas neuroldgicos, la sospecha
de estar padeciendo EM es muy elevada. La realizacién de una MRI
craneal y en ocasiones el andlisis del liquido cefalorraquideo
(obtenido por puncién lumbar) son muy dtiles para el diagndstico.

Dimensién fractal y enfermedades neurodegenerativas
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@ El tratamiento de la EM tiene un doble objetivo: por un lado,
detener la enfermedad y evitar que continlie su progresion y en
segundo lugar, intentar mejorar las lesiones del sistema nervioso que

causan las secuelas.

.Ruiz y J.M. Quesada; Octubre, 2009 Dimensién fractal y enfermedades neurodegenerativas
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ratamiento

@ El tratamiento de la EM tiene un doble objetivo: por un lado,
detener la enfermedad y evitar que continlie su progresion y en
segundo lugar, intentar mejorar las lesiones del sistema nervioso que
causan las secuelas.

@ En la actualidad existen tratamientos que son parcialmente efectivos
en detener el avance de la enfermedad. El interferén beta, el acetato
de glatiramer y los inmunosupresores, consiguen en mayor 0 menor
grado disminuir el nimero de brotes, con lo que se previene
parcialmente las secuelas que a largo plazo pueden dejar dichos
brotes. Sin embargo, su efecto sobre la progresién de la enfermedad
aun no es satisfactorio.
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@ De un enfermo con EM, se seleccionaron las imagenes MRI-T2
obtenidas a lo largo de un afio de curso evolutivo de la enfermedad
exactamente al mismo nivel cerebral
(http://www.med.harvard.edu/AANLIB).

Carlos Serrano, Ismael Rodriguez, Débora Martos
Tutores: Juan Navas, Francisco J. Esteban
Departamentos de Matematicas y Biologia Experimental, Universidad de Jaén.
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@ De un enfermo con EM, se seleccionaron las imagenes MRI-T2
obtenidas a lo largo de un afio de curso evolutivo de la enfermedad

exactamente al mismo nivel cerebral
(http://www.med.harvard.edu/AANLIB).

@ Las imagenes fueron procesadas (segmentacion, esqueletizado de la
SB y obtencién de la dimensién fractal) con el programa de anilisis
de imagen Imagelg. Para el andlisis estadistico de los datos se ha
utilizado el paquete estadistico StatGraphicsg,

Carlos Serrano, Ismael Rodriguez, Débora Martos
Tutores: Juan Navas, Francisco J. Esteban
Departamentos de Matematicas y Biologia Experimental, Universidad de Jaén.
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Procesamiento de la imagen de la semana 9 de la evolucién clinica del
paciente con EM. (@) MRI-T2; (b) segmentacién; (c) esqueletizado; (d)
superposicién (a+c).
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Varianza (Of)

o s w ® B
Semanas

Gréfica de Ias varianzas de la dimensién fractal a lo largo del
seguimiento clinico del paciente.

@ Se puede observar cambios de la DF en tres fechas concretas de la
evolucion de EM, correspondientes a diferentes imagenes MRI-T2
que, aparentemente, muestran una misma distribucién de SB. Este
hecho pone de manifiesto una variacién en la reorganizacién espacial
de la sustancia blanca a lo largo de la evolucién de la enfermedad.
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DF y cambios en la SB en EM
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Objetivo

© Valorar la utilidad del andlisis de la DF en la medicién de
anormalidades en la SB en MRI en pacientes con EM,
particularmente para detectar cambios en SB aparentemente normal
(NAWM).

Materia blanca

Materia gris
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Método

@ Un total de 60 casos, (21 con Sindrome Clinicamente Aislado, 31
Recurrente Remitente, 4 Secundariamente Progresiva, y 4

Primariamente Progresiva.), y 17 controles fueron seleccionados en
el centro de EM de la Universidad de Navarra.

Table 1
Demographic, clinical, MR image data of subjects
c1s RRMS SPMS PPMS p valie
(=21) (r=31) (r=4) (n=4)
Age (years)® 3567748 3549.73 4554995 4125459 ns
ratio (M/F} 4 9/22 13 311 ns
duration (year 091 (0.16 10 267)  7.08 (0.83 10 36) 19.5 (14 10 21) 3.29 (2 10 633)
5 1.5 (010 4.0) 291 (010 6.0) 525 (5.0107.0) 3.25 (2,510 4.0)
MSCF score” 0.32:+0.59 0.04£0.8 0.92+0.7 0.07£0.55
T2 lesion load {em’)* 1546(1.2 0 10641)  51.27 (446 10 175.88) 2002 (3.77 10 47.27) 27.81(5.24 10 111.99)
T1 lesion load (e’ 448 (0.08 0 83.82) 1237 (1.051096.36) 1295 (13610 25.04) 14.81 (4.21 10 48.51)
Fractal dimension 1.325+0.017 1.33140,020 1.315+0.030 1.331£0.018 135840020  <0.05°
Fractal dimension skeletonized  1.056+0.026 1.059+0.024 1.048+0.019 1.060+0.010 107340021  <0.05°

leros

expre

clinical isolated syndrome; RRM
rosis; HC: healthy controls; EDSS

relapsing remitiing multiple scleros:
expanded disability status scale; MS

P: secondary progre
MS functional composi

e multiple scl
The data ar
See Results for details. —: not applicable.

PP: primary progressive multiple
ed in mean +standard deviation®

or median (range)” depending on the parametric or non-parametric distribution of the variable
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© En primer lugar se realizé una segmentacién de las MRI del cerebro.
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© En primer lugar se realizé una segmentacién de las MRI del cerebro.

@ Se calculd la DF del cerebro completo, seccién por seccién, desde la
SB segmentada de cada sujeto. Para el andlisis de la Sustancia
Blanca Aparentemente Normal se eligié una seccién particular a
nivel del centro semioval.

J.Navas; F.J. Esteban; J.Ruiz y J.M. Quesada; Octubre, 2009 Dimensién fractal y enfermedades neurodegenerativas



La Esclerosis Multiple
Estudios preliminares
DF y cambios en la sustancia blanca en EM

DF de la Sustancia Blanca y Esclerosis Muiltiple 2D

© En primer lugar se realizé una segmentacién de las MRI del cerebro.

@ Se calculd la DF del cerebro completo, seccién por seccién, desde la
SB segmentada de cada sujeto. Para el andlisis de la Sustancia
Blanca Aparentemente Normal se eligié una seccién particular a
nivel del centro semioval.

© Las imdgenes también fueron esqueletizadas y calculadas sus DFs,
para analizar la complejidad de la estructura de la SB.
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© En primer lugar se realizé una segmentacién de las MRI del cerebro.

@ Se calculd la DF del cerebro completo, seccién por seccién, desde la
SB segmentada de cada sujeto. Para el andlisis de la Sustancia
Blanca Aparentemente Normal se eligié una seccién particular a
nivel del centro semioval.

© Las imdgenes también fueron esqueletizadas y calculadas sus DFs,
para analizar la complejidad de la estructura de la SB.

Q Se utilizé el test de Shapiro-Wilk para determinar la distribucién
normal de las variables y el test de Kruskal-Wallis y el de
Mann-Whitney para comparar los valores de la DF entre los sujetos
del grupo. Ademas, se aplicé el test de correlacién de Pearson ’s.
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Fig. 3. Fractal dimension comparison of the grey-white matter interface (white matter border) corresponding to the full-range thresholded images from controls
and paticnts. (A) Patients with MS have smaller FD) of the entire brain than HC. (B) Comparison of the FID analysis between discase subtype and HC. (C)
Comparison of the FD between patients without presence of lesions on the MR image at the single-slice level of the analysis (centrum semiavale) (NAWM
‘group), patients with presence of lesions on the MR image at such level (WM lesions group), and HC (single-slice analysis). (D) Comparison of the FI) between
CIS patients without the presence of lesions on the MR image at the single-slice level of the analysis (CIS NAWM group), CIS patients with presence of lesions

on the MR image at such level (CIS WM lesions group), and HC

n fractal y enfermedades neu

F.J. Esteban; J.Ruiz y Quesada; Octubr



La Esclerosis Muiltiple
Estudios preliminares
DF y cambios en la sustancia blanca en EM

DF de la Sustancia Blanca y Esclerosis Muiltiple 2D

Resultados para el esqueleto
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with M bave smlle FD of the ntire brain than 1C (B) Comparison of the FID analysis between disease subtype and HC. (C) Comparison of the FD) between
patients without presence of lesions on the MR image at the single-slice level (NAWM group), patients with presence of lesions on the MR image at such level
(WM lesions group) and HC. (D) Comparison of the FDD between CIS patients without the presence of lesions on the MR image at the single-slice level (C18
NAWM group), CIS patients with presence of lesions on the MR image at such level (CIS WM lesions group), and HC
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Conclusiones

© La DF en pacientes con EM decrece, tanto para la frontera entre la
SB y la sustancia gris (SG), como para el esqueleto (estructura
interna de la SB) del cerebro.
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Conclusiones

© La DF en pacientes con EM decrece, tanto para la frontera entre la
SB y la sustancia gris (SG), como para el esqueleto (estructura
interna de la SB) del cerebro.

@ La determinacién de la DF de una tnica seccién de la SB
segmentada de una imagen de MRI, permite identificar
anormalidades, incluso en las aparentemente normales.
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Conclusiones

© La DF en pacientes con EM decrece, tanto para la frontera entre la
SB y la sustancia gris (SG), como para el esqueleto (estructura
interna de la SB) del cerebro.

@ La determinacién de la DF de una tnica seccién de la SB
segmentada de una imagen de MRI, permite identificar
anormalidades, incluso en las aparentemente normales.

© La DF permite detectar algunas diferencias en la arquitectura del
cerebro, ofreciendo una medida global de cambios morfoldgicos
debidos a enfermedades neurodegenerativas como la EM.
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DF de la Sustancia Gris y Esclerosis Muiltiple 3D

Desarrollo Computacional y Aplicacién Bioldgica y Médica de la DF-3D

Presentac

@ Actualmente no existen programas informaticos que permitan
calcular la DF de modelos tridimensionales partiendo de
representaciones volumétricas obtenidas de fuentes tales como:
bases de datos de estructuras proteicas; imagenes de resonancia
magnética nuclear (RMN) y tomografia axial computerizada (TAC)
de enfermos de Alzheimer, de Esclerosis Multiple, y 6rganos duros
pares de especies silvestres
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Desarrollo Computacional y Aplicacién Bioldgica y Médica de la DF-3D

Presentacién

@ Actualmente no existen programas informaticos que permitan
calcular la DF de modelos tridimensionales partiendo de
representaciones volumétricas obtenidas de fuentes tales como:
bases de datos de estructuras proteicas; imagenes de resonancia
magnética nuclear (RMN) y tomografia axial computerizada (TAC)
de enfermos de Alzheimer, de Esclerosis Multiple, y 6rganos duros
pares de especies silvestres

Objetivo General

@ Nos proponemos obtener estos programas para su posterior
aplicacién en los citados campos de la Biologia Molecular, la
Biologia Animal y la Biomedicina.
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jetivos parciales de programa del software

© Estudiar y disefiar representaciones 3D y algoritmos éptimos para el
célculo de la DF-3D adecuados para los diferentes tipos de
materiales de partida.
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DF de la Sustancia Gris y Esclerosis Muiltiple 3D

jetivos parciales de programa del software
© Estudiar y disefiar representaciones 3D y algoritmos éptimos para el
célculo de la DF-3D adecuados para los diferentes tipos de
materiales de partida.
@ Implementar los algoritmos, obtener las representaciones
volumétricas y el valor de la DF-3D a partir de cada uno de los tipos
de ficheros computerizados generados.
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etivos especificos. Aplicaciones

© La clasificacion y caracterizacion 3D de familias estructurales
de proteinas, lo cual daria lugar a una aportacién biocomputacional
extremadamente importante, dado el aumento constante del

nimero de nuevas secuencias génicas y proteica.
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de proteinas, lo cual daria lugar a una aportacién biocomputacional
extremadamente importante, dado el aumento constante del
nimero de nuevas secuencias génicas y proteica.

© La caracterizacion paramétrica de la SB en enfermos de EM y
de la masa cerebral en enfermos de Alzheimer, de modo que
podamos correlacionar el parametro de dimensién fractal 3D con
alteraciones morfofuncionales, crisis y grado de evolucién patoldgico.
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jetivos especificos. Aplicaciones

© La clasificacion y caracterizacion 3D de familias estructurales
de proteinas, lo cual daria lugar a una aportacién biocomputacional
extremadamente importante, dado el aumento constante del

nimero de nuevas secuencias génicas y proteica.

© La caracterizacion paramétrica de la SB en enfermos de EM y
de la masa cerebral en enfermos de Alzheimer, de modo que
podamos correlacionar el parametro de dimensién fractal 3D con
alteraciones morfofuncionales, crisis y grado de evolucién patoldgico.

© Determinar el grado de asimetria fluctuante bilateral, por
estrés ambiental (factores climdticos, alimentacién deficiente,
competencia, enfermedades y traumatismos), en especies silvestres,

principalmente la cabra montés ibérica (Capra pyrenaica).
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© El objetivo del trabajo es evaluar si la DF de la SG puede identificar
anormalidades en la SG de pacientes con EM, en una fase inicial de
la enfermedad.

J.Navas; F.J. Esteban; J.Ruiz y J.M. Quesada; Octubre, 2009 Dimensién fractal y enfermedades neurodegenerativas



Proyecto de investigacion
Andlisis de la DF de la sustancia gris en EM

DF de la Sustancia Gris y Esclerosis Muiltiple 3D

© El objetivo del trabajo es evaluar si la DF de la SG puede identificar
anormalidades en la SG de pacientes con EM, en una fase inicial de
la enfermedad.

© Una vez segmentadas las MRI de los pacientes con EM y de los
sujetos sanos, se calculé la DF tridimensional de la sustancia gris.
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© El objetivo del trabajo es evaluar si la DF de la SG puede identificar
anormalidades en la SG de pacientes con EM, en una fase inicial de
la enfermedad.

© Una vez segmentadas las MRI de los pacientes con EM y de los
sujetos sanos, se calculé la DF tridimensional de la sustancia gris.

© El anilisis estadistico demostré que los pacientes con EM
presentaban un aumento significativo de la DF de la SG comparado
con los controles. Tales diferencias estaban presentes atn en
pacientes con los primeros ataques de la enfermedad.
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© El objetivo del trabajo es evaluar si la DF de la SG puede identificar
anormalidades en la SG de pacientes con EM, en una fase inicial de
la enfermedad.

© Una vez segmentadas las MRI de los pacientes con EM y de los
sujetos sanos, se calculé la DF tridimensional de la sustancia gris.

© El anilisis estadistico demostré que los pacientes con EM
presentaban un aumento significativo de la DF de la SG comparado
con los controles. Tales diferencias estaban presentes atn en
pacientes con los primeros ataques de la enfermedad.

@ Estos resultados indican que la morfologia de la SG es anormal en
pacientes con EM y que esta alteracidon aparece en los momentos
iniciales de la enfermedad.
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