MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelos epidemiolégicos !

. Supongamos que una determinada enfermedad se esta propagando
en una ciudad. Si z(t) representa al nimero de individuos susceptibles de contraer
la enfermedad en el dia ¢ e y(¢) indica el nimero de personas infectadas en el dia
t, entonces para analizar su evolucion sera necesario establecer unas determinadas
hipétesis. Segin sean las que se establezcan se obtendra un tipo de modelo u otro.
En esta seccién nos centraremos en tres casos muy parecidos pero cuyo compor-
tamiento a largo plazo es diferente.

Primer caso

En primer lugar consideraremos que la evolucién de ambas poblaciones viene deter-
minada por:

» Los individuos susceptibles crecen a una tasa constante a de personas/dia y
disminuyen segun la probabilidad de encuentro de una persona infectada con
una persona inmune

= Los individuos se infectan a un ritmo directamente proporcional a la proba-
bilidad de que una persona infectada se encuentre con una persona susceptible.

'Basado en los modelos propuestos en Lectures 7 y 10. Math 19. de T. Judson. 2005



= En ausencia de personas susceptibles el nimero de infectados disminuye expo-
nencialmente

= Las personas infectadas después de un cierto tiempo se recuperan o mueren.
Si se recuperan se convierten en personas inmunes a la enfermedad. Ademas,
la duracion del periodo de incubacion de la enfermedad se considera insignifi-
cante.

Las condiciones anteriores pueden resumirse en el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales,

xﬂ)=¢@w)=a—bﬂﬂﬁﬂsz6%_y> (1)
M@%:M%y%:W@M@%—W@V:@(x_g)

siendo a, b, pardmetros positivos y 1/c con ¢ > 0 el tiempo que por témino medio
permanece infectada una persona.

Para realizar el estudio cualitativo del modelo (1) debemos representar las isoclinas
nulas

» Las correspondientes a x(t) son aquellos valores que anulan a la derivada z/(t),
que coincide con la hipérbola:

= Del mismo modo, las isoclinas de y(t) son el eje y(t) = 0 y la recta z(t) = ¢/b

Los puntos de interseccion de estas isoclinas son los puntos de equilibrio del modelo,
en nuestro caso P = (¢/b, a/c).

Las isoclinas dividen al plano x > 0, y > 0 en cuatro regiones tal y como puede
apreciarse en la Figura 1.
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Figura 1.- Evolucién de ambas poblaciones



En cada una de estas regiones las poblaciones se comportan de manera diferente. Por
ejemplo, en la primera de ellas al ser 2'(t) < 0y 3/(t) > 0 las personas susceptibles de
contraer la enfermedad entaran disminuyendo mientras que aumentara el niimero de
personas infectadas. Al transcurrir el tiempo se atravesara la region 11 donde ambas
poblaciones disminuiran. Un resumen de este comportamiento aparece en la Tabla 1.

| | Region I | Region II [ Regién I | Regién IV |
2'(t) | Negativa | Negativa | Positiva Positiva
y'(t) || Positiva | Negativa | Negativa | Positiva

Tabla 1.- Signo de las derivadas

Podemos hacer un estudio local del comportamiento asintético del modelo en torno
al inico punto de equilibrio. Para ello empezamos calculando la matriz jacobiana de
las funciones ¢(x,y) v ¢(x,y) en el punto P = (¢/b, a/c).
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La traza de esta matriz es —ba/c < 0 y el determinante ba > 0. En consecuencia, el
punto de equilibrio P sera asintéticamente estable. Como ademés es el inico punto
de equilibrio, las dos poblaciones tenderan a largo plazo a estabilizarse en dichos
valores.

Este resultado queda confirmado si simulamos el modelo con Vensimg. En la Figura
2 puede verse el diagrama de Forrester correspondiente al modelo (1).
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Figura 2.- Diagrama de Forrester



Para los pardmetros se han tomado los valores a = 5, b = 0.02, ¢ = 0.2 y como
valores iniciales z(0) = 10, y(0) = 2. Los resultados de la simulacién muestran que
x(t) — 10 y y(t) — 25 cuando t — 0.
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Figura 3.- Resultados de la simulacién

En la Figura 4 se ha dibujado con Mapleg, el campo de direcciones, algunas 6rbitas
y el plano fase con los valores de los parametros utilizados en la simulacién.
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Figura 4.- Plano fase del primer caso

Especial interés tiene el estudio cuando el parametro a es nulo. Los individuos re-
cuperados quedan inmunizados a la enfermedad y ademas no se incorporan nuevas
personas al sistema. El modelo (1) se reduce al,

{ a'(t) = —ba(t)y(t) (2)

y'(t) = bx(t)y(t) — cy(t)

y se conoce con el nombre de modelo de Kermack-McKendrick.



Como consecuencia del tipo de ecuaciones diferenciales que componen el modelo, es
posible encontrar las ecuaciones explicitas de las 6rbitas. En efecto,

— 1
bx

de/dt — drv bx

dy/dt _dy bz —c (c )

c
integrando se obtiene como solucién el conjunto de curvas y(x) = [—)lnx —x + k,

siendo k un numero real. En la Figura 5 puede verse tres de estas orbitas para los
valores de los parametros a = 0.02, b = 0.02, y los valores iniciales

(2(0),5(0)) = (30,2),  (x(0),5(0)) = (35,3), (2(0),y(0)) = (47,1).
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Figura 5.- Plano fase y campo de direcciones del modelo de Kermack-McKendrick

Si el nimero de personas susceptibles a la enfermedad se encuentra por encima del
umbral ¢/b, entonces la epidemia se desarrolla y la cantidad de personas infectadas se
incrementa. En el momento en que x(t) esta por debajo de ¢/b la epidemia desaparece
puesto que el nimero de personas infectadas tiende a cero.

Segundo caso

Modificaremos parte de la primera de las hipdtesis del modelo (1) suponiendo que
el ritmo de crecimiento de los susceptibles no es constante sino que crece a un ritmo
proporcional a los individuos susceptibles que hay en cada momento. Es decir,

(x,y) = ax(t) — bx(t)y(t) = bx (% - y) (3)
Y (t) = @(z,y) = bx(t)y(t) — cy(t) = by (w - g)
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Es inmediato comprobar que las isoclinas correspondientes a x(t) son las rectas
y(t) = a/by z(t) = 0, mientras que las de y(¢) son el eje de abscisa y(t) = 0y la
recta x = ¢/b.



Las isoclinas de z(t) y las de y(t) se cortan en los puntos de equilibrio P, = (0,0) y
P, = (¢/b,a/b). Para poder clasificar estos puntos serd necesario calcular la matriz
jacobiana,

o¢ 0¢
J— Or Oy _(a—by —bx )
do Dy by br —c
or 0Oy
Si sustituimos los valores de la jacobiana en el punto P, = (0,0) obtenemos una
matriz diagonal cuyos valores propios son A\; = a > 0y Ay = —c < 0. Es decir, el

punto P; donde ambas poblaciones desaparecen es un punto de silla inestable.
La matriz jacobiana en el segundo punto de equilibrio es,
0 —c
a 0
cuyos valores propios son los niimeros imaginarios puros A\ = \/ac ¢t y Ay = —y/ac 1.
Al ser la parte real nula el punto P, sera un centro.
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Figura 6.- Diagrama de Forrester

El diagrama de Forrester (Figura 6) asociado a (3) sélo difiere del caso anterior en
el flujo de entrada del primer nivel, siendo las ecuaciones,

susceptibles = INTEG(+entrada exponencial — salida, 10)
infectados = INTEG(+entrada — descenso exponencial,2)

salida = contacto infectado — susceptible, b = 0.02;
entrada = contacto infectado — susceptible, c=0.2
descenso exponencial = c* infectados, a=>5

contacto infectado — susceptible = b * infectados * susceptibles
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Figura 7.- Resultados de la simulacién

La simulacién con Vensimg se ha realizado con los pardmetros a = 5, b = 0.02, ¢ =
0.2 y los valores iniciales y(0) = 2 y z(0) = 10. Como puede apreciarse en la
Figura 6 izquierda, ambas poblaciones tienen un comportamiento periédico. Las
6rbitas (Figura 7 derecha) en el plano fase giran en torno al centro que es el punto
P, = (10, 250).

La siguiente figura corresponde al campo de direcciones, algunas érbitas y al plano
fase de la segunda simulacién .
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Figura 8.- Plano fase del segundo caso

Con frecuencia los brotes de la epidemia se producen de forma ciclica cada cierta
cantidad de tiempo. Podemos introducir una ligera modificaciéon al modelo (3) en
el sentido de alterar el parametro b para tener en cuenta esta circunstancia. Basta
expresarlo como la funcién trigonométrica b(t) = bo(1 + by cos(5t))

Se ha simulado el modelo con Vensimg utilizando los pardmetros:

a =09, by =5, b =028, ¢ =2, z(0) = 0.5, y(0) = 0.2
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Figura 9.- Diagrama de Forrester y resultado de la simulacién b(t) = bo(1 + by cos(5t))

Tercer caso

En esta ocasion estudiaremos un modelo del tipo presa-depredador con crecimiento
logistico para las presas (susceptibles), es decir,

{ 7' (t) = ¢(x,y) = ax(t) — dr?(t) — bx(t y(t) = x (a —dx — by)

Y (t) = p(x,y) = bx(t)y(t) — cy(t) = by (z — (4)

con todos los parametros positivos.

Las isoclinas nulas de z(t) son el eje x = 0 y la recta a — dz — by = 0, y las isoclinas
de y(t) son el eje y = 0 y la recta x = b/c. La interseccién de estas isoclinas dan
lugar a los puntos de equilibrio,

a ¢ ab—cd

P1:(O,O), PZZ(_ 0), sz(g,T).

= Para que el punto P; tenga todas sus coordenadas positivas es necesario que
ab — ed > 0, lo que obliga a a/d > ¢/b.

yit)

7
b
¥,

A

x=c/b

Figura 10.- Plano fase para ab — cd > 0



Para cada una de las cuatro regiones en el que el plano fase queda dividido por
las isoclinas nulas, el comportamiento de las poblaciones es diferente. Como
sabemos, la evolucién de las poblaciones viene determinada por el signo de las
derivadas. Por ejemplo, en la primera regién donde x > ¢/by a — dx — by < 0,
se puede comprobar que y'(t) es positiva y z/(t) es negativa. Por tanto, du-
rante el tiempo en que las poblaciones permanezcan en dicha regiéon el niimero
de individuos susceptibles estara disminuyendo y aumentando el nimero de
infectados. En la Tabla 3 aparece un resumen de este comportamiento.

| | Region I | Region II | Regién III | Region IV |

2'(t) || Negativa | Negativa | Positiva Positiva
y'(t) | Positiva | Negativa | Negativa | Positiva

Tabla 2.- Signo de las derivadas

El estudio anterior pone de manifiesto la estabilidad de algunos de los puntos
de equilibrio. Observemos en la Figura 10 que los puntos P; y P, son inestables.

A continuacion clasificaremos los puntos de equilibrio del modelo a través de
la matriz jacobina,

)
dr Oy a— 2dx — by —bx
J pu— p—
3_90 8_90 by br — ¢
or 0Oy
e Para el primer punto los valores propios de la matriz jacobiana,

a 0
0 —c

son \y =a >0y Ay =—c<0. El punto P, = (0,0) es inestable.

e La matriz jacobiana en el punto P, es,

d
0 _ba—dc
d

. a . .
cuyo determinante —3(ab — cd) es negativo, ya que estamos suponiendo
que ab— cd < 0 y los parametros a y d son positivos. En consecuencia, el

a
punto de equilibrio P, = (a, 0) es inestable.



e Por 1ultimo, la jacobiana en Ps,

ab — cd
b

c
tiene Traza(J) = —dc/b negativa y determinante Det(J) = l—)(ab — cd)
positivo. El punto P; sera asintéticamente estable.

Como consecuencia del analis que acabamos de realizar podemos afirmar que

si ab — cd > 0, entonces el tinico punto estable es P3 = (£, “bb_fd) y las dos
poblaciones a largo plazo se estabilizaran.

= Si ab — cd < 0 los puntos de equilibrio, con coordenadas positivas, se reducen
al P1-(0,0) y P, = (5,0).
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Figura 11.- Plano fase para ab — cd < 0
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Ahora el plano fase, para valores (z,y) positivos, queda dividido en tres re-
giones donde las poblaciones evolucionan de la manera que muestra la Tabla 3.

| [ Region T | Region 1T | Region 111

2'(t) || Negativa | Negativa | Positiva
y'(t) | Positiva | Negativa | Negativa

Tabla 3.- Signo de las derivadas
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La Figura 11 muestra que el inico punto de equilibrio estable es el P, como
puede confirmarse estudiando la traza y el determinante de la matriz jacobiana
de las funciones ¢(z,y) y ¢(x,y) particularizada en cada uno de los puntos de

equilibrio.

Simulacién con Vensim

El diagrama de Forrester asociado al modelo (4) se diferencia del diagrama del
modelo (3) en el flujo de entrada contacto susceptible — susceptible que re-
presenta al término dz?(t) de la primera ecuacién diferencial (Figura 12).
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Figura 12.- Diagrama de Forrester del modelo (4)

En la Figura 13 aparecen los resultados de la simulacion cuando ab —cd > 0, con los
valores iniciales x(0) = 10 y y(0) = 2. En efecto, las dos poblaciones se estabilizan
a largo plazo, la primera de en 6.66 y la segunda en 1.11 individuos.
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Figura 13.- Resultados de la simulacién cona =1,b= 0.3, c=2,d = 0.1

Cuando los valores de los parametros son tales que ab—cd < 0, entonces la poblacion
de infectados desaparece y se estabiliza el nimero de individuos susceptibles en 10
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personas (Figura 14).
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Figura 14.- Resultados de la simulacién con a =1, b= 0.1, ¢ =2, d = 0.1

Finalmente, en la Figura 15 se encuentran los planos de fase y el campo de vectores
representados con Mapleg de las dos simulaciones realizadas.
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