MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo del movimiento del corazén !

) El objetivo que perseguimos con el estudio de este modelo simplifica-
do del movimiento del corazén es el de analizar un sistema que presenta soluciones
periddicas. Como es conocido las valvulas del corazén se abren y cierran a un ritmo
relativamente constante. Nos proponemos decir algo mas sobre la velocidad de este
movimiento.

Las valvulas se controlan a través de un musculo que debe ejercer una fuerza tal que
en ocasiones éste se mueve rapidamente y en otras muy lentamente dependiendo de
si la vélvula esté abierta o cerrada. Curiosamente la ecuacién y” — (2 —y?)y' +y =0
de la teoria de circuitos eléctricos se ajusta muy bien a nuestra necesidades y se
conoce como ecuacién de Bonhoeffer-Van del Pol. Modificando adecuadamente esta
ecuacion se obtiene el sistema,
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!Basado en el modelo propuesto en Lecture 29. Math 19. de T. Judson. 2005



siendo z(t) la posiciéon del musculo en el tiempo ¢ y y(t) la concentraciéon de un
estimulo quimico respecto a una concentracién fija en el tiempo t. El inverso del
pardmetro € > 0 permite estimar el nimero de veces que z(t) pasa de una a otra
posicion.

En realidad estas ecuaciones son una simplificacion del modelo mas general,
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siendo el estimulo s(¢) nulo para sistemas auténomos.
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Figura 1.-

En primer lugar encontraremos y clasificaremos los puntos de equilibrio del modelo.
Para ello dibujamos la isoclina nula de x(t) que es la cibica y = 23/3 —z y la
correspondiente a la segunda variable y(t) que es el eje x = 0. Estas curvas se cortan
en un tnico punto de equilibrio que es el origen de coordenadas (0,0) (Figura 1).

El estudio del signo de las derivadas en cada una de las cuatro regiones,
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nos informa del comportamiento de las variables z(t) y y(¢) tal y como aparece en
la Tabla 1.

’ H Region 1 \ Region 11 \ Region 111 \ Region IV ‘
2'(t) || Negativa | Positiva | Positiva | Negativa
y'(t) || Negativa | Negativa | Positiva Positiva

Tabla 1.- Signo de 2'(t) y y/(t)



La matriz jacobiana
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en el punto de equilibrio P = (0,0) es,

()

Al ser la Traza(J) = 1 positiva y el determinante |J| = € también positivo, el punto
de equilibrio es inestable.

Ademads, es posible encontrar una cuenca de atraccion acotada que contenga al punto
(0,0). Aplicando el Teorema de Poincaré-Bendizson se puede demostrar la existen-
cia de un ciclo limite, o lo que es lo mismo de soluciones periddicas, tal y como
aparece en la Figura 2.
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Figura 2.- Plano fase y 6rbitas. Izquierda € = 0.1. Derecha € = 0.4

El modelo podemos analizarlo facilmente desde otro punto de vista como es la
Dinamia de Sistemas. La Figura 3 corresponde al Diagrama de Forrester asocia-
do al sistema (1). De las ecuaciones del modelo observamos la existencia de dos
niveles, dos flujos de entrada y uno de salida para el nivel z(¢), y un flujo de salida
para y(t), y ademds la variable auxiliar Epsilon.
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con las ecuaciones,

musculo = INTEG(entrada + entrada2 — salida, 0.5))
estimulo quimico = INTEG(—cambio, 0.2)

entrada = musculo, Epsilon = 0.1;

salida = musculo * musculo * musculo/3

entrada2 = estimulo quimico

cambio = Epsilon * musculo

Los resultados de la simulacién, para ¢ = 0.1, son los que aparecen en la Figura 4.
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Figura 4.- Simulacién con , 2(0) = 0.5, y(0) = 0.2

Cuando ¢ = 0.4 el modelo sigue comportandose de forma periédica pero con una
frecuencia mas elevada que en la simulacién anterior (Figura 5).
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Figura 5.- Simulacién con , z(0) = 0.5, y(0) = 0.2
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