MODELOS MATEMATICOS BASADOS
EN ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo exponencial

E En los tultimos anos han sido numerosos los modelos matematicos pro-
puestos para estudiar la evolucién de células cancerosas. Estos modelos han crecido
en diversidad y dificultad dependiendo del tejido donde esté localizado el tumor
y la etapa de crecimiento en que se encuentra. Sin embargo, en una primera fase
su volumen, o el numero de células cancerosas, puede modelarse haciendo uso de
los modelos mas elementales de crecimiento de poblaciones, como son el modelo
logistico o el de Gompertz. En este tema nos proponemos introducir estos modelos
matematicos basicos aumentando gradualmente su grado de dificultad, utilizando la
Dinamica de Sistemas como herramienta basica para su analisis.

Recordemos que un sistema es un conjunto de elementos junto con las leyes que
lo gobiernan. Si el sistema evoluciona con el tiempo, recibe el nombre de sistema
dindmico. Basicamente, un modelo matematico es un conjunto de ecuaciones que
representan e interpretan el comportamiento de un sistema dinamico.

A principios de los anos setenta el ingeniero y matematico del Instituto Tecnoldgi-
co de Massachusset Jay Forrester propuso una nueva metodologia para analizar
los sistemas dinamicos basada en conceptos mecanicos tales como niveles, flujos y
mecanismos de retroalimentacién. Con ayuda de sus colaboradores disenaron un pro-
grama de ordenador, conocido con el nombre de Stellag, que facilita la confeccién y
analisis de los modelos. Con esta técnica los aspectos puramente matematicos pasan



a un segundo plano, y por tanto, la clave estd en detectar las variables que inter-
vienen en el modelo asi como la manera en la que éstas se relacionan. Finalmente,
con todo ello, se elabora un diagrama conocido con el nombre de diagrama causal o
de Forrester. En la actualidad existe la posibilidad de utilizar un programa similar
al Stellag de nombre Vensimg de distribucién gratuita. *

Sabemos que si funcién y(t) representa al nimero de células cancerosas en el tiempo
t, entonces su derivada y'(¢) nos indica la tasa de cambio, y por la ley de equilibrio,
puede calcularse como un flujo de entrada menos un flujo de salida. En la Figura 1.1
puede verse el diagrama causal, realizado con Vensimg correspondiente a la ecuacién
diferencial anterior. Observemos que existe un nivel, que representa a y(t), un flujo
de entrada (formacién) y otro flujo de salida (descomposicién).
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Figura 1.1. Diagrama causal de y'(t)=Formacién - Descomposicién

0.1. Modelos elementales

Supongamos que y(t) representa al nimero de células de un tumor en el tiempo t
y que deseamos conocer como evoluciona y(t) a medida que transcurre el tiempo
t, sabiendo que inicialmente existen y(0) = yo células cancerosas. Serd necesario
establecer algtin tipo de hipétesis de partida y la mas simple es suponer que el ritmo
(tasa) con el que aumenta el nimero de células sea constante. El modelo matemético
continuo que representa a esta situacion viene dado por el problema de valor inicial,

y't)y=k, k>0, y(0)=uyw,

cuya solucién, inmediata de obtener, es la recta y(t) = yo + kt.
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Figura 1.2. Resultado de la simulacién de y/(¢) = 3,y(0) = 2.

IPara su uso en la ensefianza en



El diagrama causal para este modelo estara formado por un nivel (y(t)) y un flujo
de entrada constante (k). En la Figura 1.2 se ha representado el resultado de la
simulacién (y(t) = 3t + 2), durante los primeros 40 minutos, con los valores yy = 2
células y k = 3 células/minuto.

0.1.1. Modelo exponencial

Es evidente que el modelo anterior es poco realista ya que es logico pensar que el
ritmo de crecimiento del tumor no sea constante, sino que dependa de la cantidad
de células cancerosas que hay en cada momento. Si a y 3 son las tasas de natalidad
y mortalidad por célula cancerosa, entonces el problema de valor inicial,

y'(t) =ay(t) - By), y0)=uy, (1)

es el modelo matematico conocido con el nombre de exponencial o de Malthus para
el crecimiento de una poblacién. Su diagrama causal aparece en la Figura 1.3 y
estd compuesto de un nivel (y(t)), un flujo de entrada (nacimientos), un flujo de
salida (muertes) y dos variables constantes (tasa de nacimientos = oy tasa de
muertes =/3).
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Figura 1.3. Diagrama causal de (1).

Tasza nacirmentos

La ecuacién diferencial (1) es facil de resolver, siendo y(t) = yo e(*=?*
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Figura 1.4. Izquierda: yo = 2, a = 0,25. 3 = 0,05. Derecha: yy = 60, o = 0,10. 3 = 0,20
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