MODELOS MATEMATICOS BASADOS
EN ECUACIONES DIFERENCIALES

Acumulacion de un contaminante

Como acabamos de comprobar, por medio de las ecuaciones diferenciales,
podemos representar una gran cantidad de procesos y situaciones de la vida cotidi-
ana. Recordemos que el planteamiento bésico de la ecuacion diferencial consiste en
lo siguiente: si y(t) representa la cantidad de sustancia contaminante o el tamano
de una poblacién, entonces la tasa de cambio y/(t) puede calcularse, por la ley de
equilibrio, como un flujo de entrada menos un flujo de salida.

Modelo para la acumulacion de un contaminante. Supongamos
un depdsito que contiene 100 litros de agua contaminada en el que hay disueltos 15
kilos de una substancia contaminante. El agua contaminada sale del depdsito a un
ritmo de 10 litros por minuto. La concentracion del contaminante en la corriente de
entrada es de 0.2 kilos por cada litro. La solucién del depédsito se mezcla de manera
uniforme y el agua fluye a una tasa de 10 litros por minuto.

Sea y(t) la cantidad de contaminate que hay en el deposito en el instante t. Apli-
camos la ley de equilibrio para encontrar la ecuacion diferencial que modela esta
situacion. El contaminante entra en el depésito a un ritmo de
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Al mismo tiempo, el contaminante sale del depédsito a una tasa de
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El problema de valor inicial sera
y'(t)=2-0,1y(t), y(0) =15,

cuya solucién es y(t) = 20 — 5e %, Su diagrama causal estd representado en la
Figura 1.14.
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Figura 1.14. Diagrama causal de y’ =2 — 0,1y.

En la Figura 1.15 puede verse la cantidad de contaminante que hay en el depdsito
para tres tasas diferentes de salida, 0,10,0,125 y 0,20.
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Figura 1.15. Resultado simulacién.

A continuacién modifiquemos el ejemplo anterior suponiendo que, en lugar de ser
0.2 kilos por litro la concentracion del contaminante en la corriente de entrada, ésta
sea c(t) que varfa de forma sinusoidal segin la expresion,

c(t)=02+0,1sent.
En este caso el problema de valor inicial que tenemos que simular es,

y'(t) = (2+sen t) — 0,1y(t), y(0) =15,



cuya solucién viene dada por la expresion,
y(t) = —0,0099¢ "' (405 — 2020e™"* 4 100" cost — 10e™" sen t)

Observemos como el diagrama causal sigue siendo el mismo, con la tnica modifi-
cacion de la introduccion de la variable Time, que debe conectarse al flujo de entrada.
La Figura 1.16 ilustra el resultado de la simulacién para concentraciones iniciales
y(0) = 15, y(0) = 0. En ambos caso, parece ser que la respuesta a largo plazo es
también oscilatoria con la misma frecuencia que la entrada.
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Figura 1.16. Resultado simulacién y/(t) = (2 + sen t) — 0,1y(¢).

Limpieza del suministro de agua. La introduccién de las funciones
escalonadas en los modelos tiene como objetivo el de activar o desactivar las en-
tradas de los parametros. La funcion escalonada basica se define,

0, si t<O0
mm@:{l si >0

En relacion al modelo que estamos considerando, supongamos que la concentracion
de contaminante en el flujo de entrada c(t) es de 0.2 kilos por litro, pero que 20
minutos después se filtraron los contaminantes del flujo de entrada. Entonces

0.2 si t<20
c(t) = 0,2paso(20 — t) = { 0 s £ 90

Ahora el editor de ecuaciones para el flujo de entrada tiene el aspecto que presenta
la Figura 1.17.
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Figura 1.17. Editor de ecuaciones del flujo de entrada.



En la Figura 1.18 se observa la variacion en la concentracién de contaminante en el
deposito para dos valores iniciales. Los puntos angulosos de las dos curvas solucion
se deben a la discontinuidad en el minuto 20 de la funcién escalonada que hemos
empleado para modelar el flujo de entrada.
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Figura 1.18. Resultado simulacién con yo = 0, = 15.
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