
MODELOS MATEMÁTICOS EN BIOLOGÍA

ANIMAL, BIOLOGÍA VEGETAL Y ECOLOGÍA

Crecimiento vegetal estructurado1

En casos anteriores hemos tenido lo ocasión de trabajar con diferentes
modelos matriciales, como son las cadenas de Markov y el modelo de Leslie. Natu-
ralmente, existen muchos más modelos que se originan al modificar las hipótesis de
partida, tal y como mostraremos en esta sección. Por ejemplo, si variamos ligera-
mente el modelo de Leslie en el sentido de permitir que algunos de los individuos
puedan permanecer en la misma clases después de un peŕıodo de tiempo, entonces la
diagonal principal de la matriz de proyección, A, que representa al modelo matricial,
~X(t + 1) = A ~X(t), puede tener algún elemento no nulo. A este nuevo modelo se le
conoce con el nombre de modelo de Usher.

De esta manera, si suponemos un modelo de Leslie con tres clases de edades de
10 años de duración, podemos suponer que el tiempo de paso, de un peŕıodo al
siguiente sea de 5 años en lugar de 10 años. Ahora está justificado que la matriz
de proyección que representa a este modelo de Usher tenga algún elemento de la
diagonal principal no nulo, ya que es posible que algunas de las hembras que en un
momento determinado, t, está en una de las clases, en el peŕıodo siguiente, t + 1,
puede seguir estando en la misma clase.

Con argumentos parecidos podemos obtener modelos matriciales diferentes, como

1Basado en [32]
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suele suceder para el caso del Dypsacus sylvestris (Teasel) que mostramos a conti-
nuación.

. semilla semilla 1 semilla 2 roseta peq. roseta med. roseta gra. flor
semilla 0 0 0 0 0 0 635

semilla 1 0.634 0 0 0 0 0 0
semilla 2 0 0.974 0 0 0 0 635
ros. peq. 0.013 0.017 0.011 0 0 0 635
ros. med. 0.109 0.001 0.002 0.077 0.212 0 0
ros. gra. 0.006 0.003 0 0.038 0.281 0 0

flor 0 0 0 0 0.063 1 0

Tabla 3.4

El cardo silvestre es una planta invasora bianual de aproximadamente 2 metros,
la cual desarrolla espinas en el extremo de la flor, y se suele encontrar en zonas
húmedas de Europa. La planta adulta suele tener flores secas. La Tabla 3.4 muestra
la probabilidad de cambio al siguiente estad́ıo de desarrollo de esta especie en campo
abierto.

Existen siete estados que están relacionados como muestra la Figura 3.27

Figura 3.27. Diagrama de estados.

El modelo matricial que representa a esta situción es, ~X(t + 1) = A ~X(t) , t =
0, 1, 2, · · · , o bien,



x1(t + 1)
x2(t + 1)
x3(t + 1)
x4(t + 1)
x5(t + 1)
x6(t + 1)
x7(t + 1)




=




0 0 0 0 0 0 635
0,634 0 0 0 0 0 0

0 0,974 0 0 0 0 0
0,013 0,017 0,011 0 0 0 0
0,109 0,001 0,002 0,077 0,212 0 0
0,006 0,003 0 0,038 0,281 0 0

0 0 0 0 0,063 1 0







x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)
x7(t)



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Si partimos de una población inicial de 100 semillas, ¿cuál será la evolución de
la población?. Para ello, tenemos dos caminos a seguir. El primero consiste cal-
cular con Mathematica las sucesivas generaciones ~X(k) = Ak ~X(0),siendo ~X(0) =
(100, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T .

La segunda opción consiste en probar que la matriz A tiene un valor propio es-
trictamente dominante. Los autovalores de la matriz son: λ1 = 2,59476, λ2 =
−0,393793+2,17677 i, λ3 = −0,393793+2,17677 i, λ4 = −1,58924, λ5 = 0,0431524+
0,172076 i, λ6 = 0,0431524 + 0,172076 i, λ7 = −0,0922397. Al ser los módulos de los
números complejos λ2, λ3, λ5, λ6, menores que ,59476, entonces éste será el valor
propio estrictamente dominante.

Figura 3.28. Evolución del valor propio estrictamente dominante.

En consecuencia, a largo plazo, la población crecerá a un ritmo de un 159% cada
año. Por otro lado, como el vector

(0,713782 0,174404 0,0654665 0,00499629 0,0329418 0,00549276 0,00291668)

es el autovector asociado al λ1 cuya suma de sus componentes vale la unidad, pode-
mos concluir, que a largo plazo, el 71% serán semillas, el 17% semilla 1, el 6.5%
semilla 2, el 0.5% roseta pequeña, el 3 % roseta mediana, el 0.5% roseta grande y
el 0.3% serán flores.

Figura 3.29. Evolución de cada una de las clases.
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La Taba 3.5 corresponden a las probabilidades de cambio de un estadio a otro del
cardo silvestre en matorral.

. semilla semilla 1 semilla 2 roseta peq. roseta med. roseta gra. flor
semilla 0 0 0 0 0 0 635

semilla 1 0.634 0 0 0 0 0 0
semilla 2 0 0.974 0 0 0 0 635
ros. peq. 0.013 0.017 0.011 0 0 0 635
ros. med. 0.109 0.001 0.002 0.077 0.212 0 0
ros. gra. 0.006 0.003 0 0.038 0.281 0 0

flor 0 0 0 0 0.063 1 0

Tabla 3.5

Ahora la matriz A que representa al modelo es,



0 0 0 0 0 0 476
0,423 0 0 0 0 0 0

0 0,987 0 0 0 0 0
0,024 0,009 0,006 0,007 0 0 0
0,044 0 0 0,050 0,158 0 0

0 0 0 0,002 0,008 0 0
0 0 0 0 0 0,250 0




que tiene al λ1 = 0,6141 como valor propio estrictamente dominante. En consecuen-
cia, a largo plazo, la población disminuirá año tras año en un 39% y por tanto en
el matorral la población de cardo silvestre desaparecerá.

Figura 3.30. Diagrama causal del modelo.
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A este mismo resultado podemos llegar si utilizamos Dinámica de Sistemas para el
análisis del modelo. En primer lugar escribimos de forma conveniente las ecuaciones
del modelo,





x1(t + ∆t)− x1(t) = −x1(t) + 476x7(t)
x2(t + ∆t)− x2(t) = 0,423x1(t)− x2(t)
x3(t + ∆t)− x3(t) = 0,97x2(t)− x3(t)
x4(t + ∆t)− x4(t) = 0,024x1(t) + 0009x2(t) + 0,006x3(t)− 0993x4(t)
x5(t + ∆t)− x5(t) = 0,044x1(t) + 0,05x4(t)− 0,842x5(t)
x6(t + ∆t)− x6(t) = 0,002x4(t) + 0,08x5(t)− x6(t)
x7(t + ∆t)− x7(t) = 0,250x6(t)− x7(t)

los que nos permite construir el diagrama causal (Figura 3.30) de una manera in-
mediata. Introducidas las ecuaciones,

E1 = INTEG(EntradaE1, 100) E2 = INTEG(EntradaE2, 0)
E3 = INTEG(EntradaE3, 0) E4 = INTEG(EntradaE4, 0)
E5 = INTEG(EntradaE5, 0) E6 = INTEG(EntradaE6, 0)
E7 = INTEG(EntradaE7, 0)
EntradaE1 = p11 ∗ E1 + p17 ∗ E7; EntradaE4 = p41 ∗ E1 + p42 ∗ E2 + p43 ∗ E3 + p44 ∗ E4
EntradaE3 = p32 ∗ E2 + p33 ∗ E3; EntradaE2 = p21 ∗ E1 + p22 ∗ E2
EntradaE5 = p51 ∗ E1 + p54 ∗ E4 + p55 ∗ E5; EntradaE6 = p64 ∗ E4 + p65 ∗ E5 + p66 ∗ E6
EntradaE7 = p76 ∗ E6 + p77 ∗ E7
p11 = −1 p17 = 76 p21 = 0,423 p22 = −1 p32 = 0,987 p33 = −1 p41 = 0,024
p42 = 0,009 p43 = 0,006 p51 = 0,044 p54 = 0,05 p55 = −0,842 p64 = 0,002
p65 = 0,08 p66 = −1 p76 = 0,25 p77 = −1

y simulado el modelo, se comprueba como, en efecto, la población de cardo silvestre
en un matorral desaparece.

Figura 3.31. Evolución de cada una de las clases.
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