
MODELOS MATEMÁTICOS EN BIOLOGÍA

EXPERIMENTAL

Sinapsis espontánea1

Cuando un neurotransmisor es liberado en una sinapsis una vez ejercida su
acción, éste es retirado de la hendidura sináptica, para evitar sobreexcitación, por
tres v́ıas diferentes:

1. internalización a nivel postsináptico;

2. recaptura por el terminal presináptico;

3. metabolización por la gĺıa circundante.

En las sinapsis espontáneas el neurotransmisor se libera de modo más o menos cons-
tante pero aleatorio.

Supongamos que la tasa de liberación presináptica de neurotransmisor, por unidad
de tiempo, sea 0.04, y que una vez liberado su tasa de captura presináptica, postsináp-
tica y glial sean 0.1, 0.3 y 0.6, por unidad de tiempo, respectivamente. A su vez, el
40% y el 75% del neurotransmisor capturado a nivel postsináptico y glial regresa
al terminal presináptico (a través de intermediarios).

Nos planteamos calcular las concentraciones de estado estacionario en cada uno
de los componentes de una sinápsis espontánea partiendo de una concentración
30 µ M de neurotransmisor presináptico.

1Basado en [11]
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Solución con Mathematicar. El modelo que representa a esta situación es
una cadena de Markov con los siguientes estados:

E1 es la concentración del neurotransmisor en el terminal presinático;

E2 es la concentración del neurotransmisor en el espacio sináptico;

E3 es la concentración del neurotransmisor en el terminal postsináptico;

E1 es la concentración del neurotransmisor capturado por la gĺıa.

A partir del enunciado es posible dibujar el diagrama de los estados

Figura 3.1 Diagrama de estados.

el cual nos permite escribir el modelo matricial,



x1(t + 1)
x2(t + 1)
x3(t + 1)
x4(t + 1)


 =




0,96 0,10 0,40 0,75
0,04 0 0 0
0 0,30 0,60 0
0 0,60 0 0,25







x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)


 , t = 0, 1, 2 · · · (1)

o bien

~X(t + 1) = A ~X(t) , (2)

donde xi(t) , i = 1, 2, 3, 4 representa la concentración del estado Ei en el tiempo t.

De (2) se deduce,

~X(k) = Ak ~X(0) , (3)

Si calculamos la matriz A3, se observa que todos sus elementos son no nulos. En
consecuencia, la cadena de Markov (1) es regular y esto nos permite encontrar la
matriz potencia Ak con k “suficientemente grande ”de una manera muy simple.
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En efecto, es conocido que toda matriz estocástica A tiene como uno de sus va-
lores propios λ = 1. Si buscamos, haciendo uso del Mathematicar, un vector propio
asociado obtenemos,

(0,998243 0,0399297 0,0299273 0,0319438) ,

o bien, una vez expresadas sus componentes en porcentajes,

(0,90 0,04 0,03 0,03) .

Ahora, podemos escribir

Ak −→




0,90 0,90 0,90 0,90
0,04 0,04 0,04 0,04
0,03 0,03 0,03 0,03
0,03 0,03 0,03 0,03


 , cuando k →∞ .

Finalmente, al ser ~X(0) = (30, 0, 0, 0), entonces

~X(k) = Ak ~X(0) −→




0,90 0,90 0,90 0,90
0,04 0,04 0,04 0,04
0,03 0,03 0,03 0,03
0,03 0,03 0,03 0,03







30
0
0
0


 =




27,22
1,09
0,82
0,87


 .

Figura 3.2. Porcentajes de cada una de las clases.
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Es decir, “a largo plazo”la concentración del neurotransmisor en estado estacionario
en cada uno de sus terminales es: 27,22 µM en el terminal presináptico, 1,09 µM en
el espacio sináptico, 0,82 µM en el terminal postsináptico, y 0,87 µM en la gĺıa.

Simulación con Vensimr. Por definición de derivada,

x′i(t) = ĺım
∆t→0

xi(t + ∆t)− xi(t)

∆t
, i = 1, 2, 3, 4

o bien, si ∆t es “suficientemente pequeño”,

x′i(t) ≈
xi(t + ∆t)− xi(t)

∆t
, i = 1, 2, 3, 4 (4)

Figura 3.3. Diagrama causal de (5)

Por otro lado, de (1) se deduce,





x1(t + 1) = 0,96x1(t) + 0,10x2(t) + 0,4x3(t) + 0,75x4(t) = x1(t + ∆t)
x2(t + 1) = 0,04x1(t) + = x2(t + ∆t)
x3(t + 1) = + 0,3x2(t) + 0,6x3(t) = x3(t + ∆t)
x4(t + 1) = + 0,6x2(t) + + 0,25x4(t) = x4(t + ∆t)

que puede ser escrita como,





x1(t + ∆t)− x1(t) = −0,04x1(t) + 0,10x2(t) + 0,4x3(t) + 0,75x4(t)
x2(t + ∆t)− x2(t) = 0,04x1(t) − x2(t)
x3(t + ∆t)− x3(t) = + 0,3x2(t) − 0,4x3(t)
x4(t + ∆t)− x4(t) = + 0,6x2(t) + − 0,75x4(t)
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y por tanto,




x′1(t) ≈ (−0,04x1(t) + 0,1x2(t) + 0,4x3(t) + 0,75x4(t)) /∆t
x′2(t) ≈ (0,04x1(t)− x2(t)) /∆t
x′3(t) ≈ (0,3x2(t)− 0,4x3(t)) /∆t
x′4(t) ≈ (0,6x2(t)− 0,75x4(t)) /∆t

(5)

El sistema (5) puede ser simulado con Vensimr siendo su diagrama de Forrester el
que aparece en la Figura 2, y sus ecuaciones:

E1 = INTEG(EntradaE1, 30) E2 = INTEG(EntradaE2, 0)
E3 = INTEG(EntradaE3, 0) E4 = INTEG(EntradaE4, 0)
EntradaE1 = p11 ∗ E1 + p12 ∗ E2 + p13 ∗ E3 + p14 ∗ E4
EntradaE2 = p21 ∗ E1− E2

EntradaE3 = p32 ∗ E2 + p33 ∗ E3
EntradaE4 = p42 ∗ E2 + p44 ∗ E4
p11 = −0,04 p12 = 0,1 p13 = 0,4 p14 = 0,75 p21 = 0,04
p32 = 0,3 p33 = −0,4 p42 = 0,6 p44 = −0,75

El resultado, como puede apreciarse en la Figura 3.4, es que “a largo plazo”las
concentraciones para cada una de los estados Ei , i = 1, 2, 3, 4 se estabilizan en los
valores que anteriormente encontramos con Mathematicar,

x1(t) → 27,22 , x2(t) → 1,09 , x3(t) → 0,82 , x4(t) → 0,87 , cuando t →∞ .

Figura 3.4. Resultado de la simulación.

La simulación con Vensimr del modelo (1) también puede hacerse desde un punto
de vista más biológico, tal y como se propone en el diagrama de Forrester de la
Figura 3.5.
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Figura 3.5. Diagrama de Forrester.

Nuevamente, si realizamos la simulación, podemos comprobar en la Figura 3.6 que
obtenemos el mismo resultado. Es decir,

x1(t) → 27,22 , x2(t) → 1,09 , x3(t) → 0,82 , x4(t) → 0,87 , cuando t →∞ .

Figura 3.6. Resultado de la simulación.
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Madrid 112-117,(1999).

[14] FORESTER, J.W. Principles of Systems. SMIT Press, Cambridge,
M.A.(1968).

[15] GALACH, M. Dynamics of the tumor-inmune system competition. The effect
of time delay, Int. J. Appl. Math. Comput. Sci.,Vol. 13, n0 3, 395-406, (2003).
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