MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Teoria de catastrofes: Dinamica de
Spruce Budworm !

El cientifico francés René Thom nacido en 1923 es el padre de la
teoria de las catastrofes que estd basada en la Topologia y que sirve para explicar
acontecimientos muy diversos como por ejemplo los terremotos o la dinamica de
poblaciones de insectos. En palabras de su creador, “ .. se trata de una metodologia
o una especie de lenguaje que se esfuerza por describir las discontinuidades, que
pudieran presentarse en la evolucion de un sistema ..”. En cierta forma esta conec-
tada con los fractales, ya que como sabemos con ellos se pretende construir una
geometria de las discontinuidades.

Spruce Budworm es un grupo de insectos cercano al género de las Choristoneura.
Existe una docena de especies y subespecies distribuidas en el oeste de Estados
Unidos y Canada, donde producen un dano intenso en los bosques de coniferas.

Su dindamica esta controlada por el siguiente proceso: durante anos la densidad de
poblacién es pequena y por tanto los arboles pueden crecer hasta su madurez momen-
to en el que la poblacién de Spruce Budworm aumenta de una forma extraordinaria
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alimentandose de las hojas de los arboles y produciendo su destruccién. Al faltar de
nuevo el alimento la poblacién de insectos disminuye hasta los niveles minimos.

Las variables de estados que intervienen en el modelo son:
= z(t) la densidad de poblacién de budworm
= y(t) la densidad de terreno

= z(t) el porcentaje de hojas en los drboles.

Una primera aproximacion al problema es el siguiente modelo matematico que des-
cribe la evolucion en el tiempo de estas variables,
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En la primera ecuacién podemos observar un crecimiento logistico de la poblacion,
con una tasa de crecimiento R; y una capacidad de carga variable K y(t). La segun-
da parte de esta ecuacién representa al efecto de la depredacion de los insectos sobre
las hojas de las coniferas, y viene modelizada por una funciéon de Holling siendo C
la tasa maxima de depredacion.
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Figura 1.- Diagrama de Forrester del modelo



El Diagrama de Forrester asociado al modelo (1) se encuentra representado en la
Figura 1 pero antes de proceder a su simulacién realizaremos un breve estudio
matematico de los puntos de equilibrio para los valores de los pardmetros que definen
al siguiente sistema,
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Para localizar los puntos de equilibrio del modelo tenemos que resolver el sistema
de ecuaciones no lineal 2’ =0, ¢y =0, 2’ = 0. Si x = 0 se anula la primera ecuacién
y de las dos restantes obtenemos z = 1 y ademéas y = 2.5z = 2.5. Para el resto de
los puntos consideramos las funciones,
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donde () representa es la ecuacién de una recta y ¢(z) la gréfica en rojo de la
Figura 2. Dependiendo de los valores de los pardametros, la recta puede tocar a la
grafica de la funcién ¢(z) en uno (caso 1), dos (caso 2), o tres puntos (caso 3),
dando lugar a uno, dos o tres puntos de equilibrio. En nuestro caso, las soluciones
aportadas por Mathematicag (Figura 2 derecha) son:

Cy = (0.1706,2.499,0.999), C, = (0.5,2.497,0.998), Cj = (1.818,2.499,0.999)
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Figura 2.- Posibles posiciones relativas de p(x) y ¢(z)

Los puntos C1 y C3 son estables mientras que C2 es inestables como podemos com-
probar realizando un analisis de sensibilidad del modelo (2) con Vensimg (Figura 3),
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Figura 3.- Ventada del an4lisis de sensibilidad

con 50 simulaciones y variando el nimero inicial de insectos x(0) desde 0.1 hasta
0.99 (Figura 4)
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Figura 4.- Resultados. Izquierda: intervalos de confianza. Derecha: trazos individuales

Las ecuaciones introducidas en el programa correspondientes al modelo (2) son,

insectos = INTEG(+entrada insecto — depredacion — salida insectos, valor
inicial insectos)

valor inicial insectos =3

entrada insectos = Rl % insectos

salida insectos = R1 * insectos * insectos/(K * arboles)

depredacion = C * insectos * insectos/((K1 * arboles)? + insectos?)

arboles = INTEG(entrada arboles — salida arboles,2.5)

entrada arboles = R2 x arboles

salida arboles = R2 * arboles * arboles/(K2 x hojas)

hojas = INTEG(entrada hojas — salida hojas, 0.5)

entrada hojas = R3 xhojas % (1 — hojas)

salida hojas = factor; factor =P * insectos xhojas *hojas/(arboles)

Rl=2: K=1; C=1; Ki=0.1

R2=3: K2=25; R3=2; P=0.01

R = (R1 %K1 % Arboles)/C




En la Figura 5 se comprueba la estabilidad de las soluciones ya que z(t) — (1.818, 2.5, 1)
cuando ¢ — oo.
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Figura 5.- Estabilidad de las variables de estado

A continuaciéon hemos realizados analisis de sensiblidad para los valores de los
parametros K; y K. En ambos se han realizado 200 simulaciones con 0.1 < K1 <1
en el primer caso (Figura 6 derecha) y con 0.8 < K2 < 4.5 en el segundo (Figura 6
izquierda), para comprobar la influencia de estos perametros en el comportamiento
del modelo.
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Figura 6.- Estabilidad de las variables de estado

Por 1ultimo, en la Figura 7 puede verse la grafica correspondiente a la variable R
definida como Ry K, y(t)/C.
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