MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Oscilaciones de calcio citosdlico !

S Muchas células utilizan el i6n calcio Ca?" como sefial intracelular
activadora, por lo que poseen mecanismos que regulan de forma precisa la concen-
tracién de este i6n en el citosol. Algunas actividades fundamentales, como la con-
traccion muscular, la secrecién de neurotransmisores, hormonas o enzimas digestivas
y la apertura y el cierre de los canales i6nicos, se regulan por cambios transitorios
del calcio intracelular. El calcio iénico del citosol se regula, entre otras causas, por la
expulsién al medio externo a través del intercambiador Nat/Ca?* de la membrana
celular (http : //www.ugr.es/ jhuertas/FH — FE/fh_homeostasis.html).

Las oscilaciones en la concentracién de calcio intracelular pueden ser caracterizadas
tanto por su frecuencia como por su amplitud. Para estudiar estas oscilaciones pode-
mos servirnos de la Dinamica de Sistemas. En concreto, en esta secciéon y para la
construcciéon del modelo matematico utilizaremos las siguientes variables:

= Z(t) representard la concentracion de Ca®" citosélico en el tiempo ¢

= Y'(t) serd la concentracién de Ca*" que se encuentra en el interior de los dife-
rentes érganos celulares en el tiempo ¢

!Basado en [9]



A(t) representard la concentracién de inositol trifosfato (IP3), que es también
un importante mensajero intracelular. Dentro del modelo su papel es el de
automodulacién de las oscilaciones de Ca?* que puede sufrir el sistema.

Las siguientes ecuaciones diferenciales, propuestas en [9], representa la evolucién en
el tiempo de las variables definidas anteriormente,
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siendo:

Vy la constante de entrada de Ca?* procedente del medio extracelular
0 < B < 1 el parametro de estimulacion externo
V) la tasa maxima de estimulo inducido por el medio extracelular

V, el flujo de Ca?T citosdlico del interior con valor méximo Ve, v definido
como: 72
Vo =Viyo ———
2T

Vs la liberacién del Ca?* desde el interior con valor méximo Vjys, y definida
Como:
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Vs = Vus

V, la tasa maxima de estimulo inducido por la sintesis de IP3

Vs la tasa de fosforilacién de IP3 con un valor maximo V5 y una constante
de saturaciéon media K5, definida como:
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Vs = Vs

k5 el umbral de bombeo de Ca’?*
ky el umbral para la liberacién de Ca?*
k, el umbral para la activacién por Ca?™

k4 el umbral para la activacién por 1P;



» ks tasa constante de trasvase de Ca** desde el interior de los orgénulos celu-
lares hasta el citosol

= k la constante que representa el transporte lineal de calcio citosélico al medio
extracelular

» kg umbral de quinasa estimulada por Ca?™

El Diagrama de Forrester de la Figura 1 es la interpretaciéon mediante Dindmica de
Sistemas del modelo (1)

Figura 1.- Diagrama de Forrester del modelo

Las ecuaciones mas significativas introducidas en el programa Vensimg para realizar
la simulacién (en el primer caso que estudiaremos) son,

Z = INTEG(inputZ — outputZ,0.1)
inputZ = VO +beta* V1 + V3 +kf xY; outputZ=V2+kxZ
Y = INTEG(inputY — outputY, 0.2)

inputY = V2; outputY = V3 +kf xY
A = INTEG(inputA — outputA, 0.2)
inputA = beta *x V4 ; outputA = V56 + A x epsilon

V2 = (Vm2*Z*Z)/((K2xK2) + (Z*2Z))

V3=Vm3* ((ZxZ)/((Kz*Kz)+ (Z%Z))) * (Y *Y/((Ky *Ky)
+(Y*Y)))x (AxAxAxA/((KaxKaxKa*Ka)+ (AxAxAxA)))

V5 =Vm5 * ((A*A)/(K5*K5) + (AxA))* ((Z*xZ*Zx*Z)/((Kd +Kd * Kd * Kd)
+H(Z*ZxZ%x2)))




Las simulaciones del modelo para diferentes valores de los parametros muestran
que el comportamiento del calcio sitosdlico puede presentar oscilaciones periddicas
simples, explosiones, oscilaciones casi-periddicas, y ademas puede tener un compor-

tamiento cadtico. Analizaremos cada una de estas situaciones de una manera mas
detallada.

Primer caso: oscilaciones simples

Con los valores de los parametros introducidos en el modelo que aparecen en la tabla
siguiente,

nim|p| B | k| ks | kal| ka | ky | kz
21051011 11]02(04]0210.5

Elkr| e | Vo|Vi| Vi | Vs | Va| Vius
101 ]01] 2 2 6 20 2 5

se observa que las tres variables oscilan con amplitud y frecuencia fijas (Figura 2
izquierda)
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Figura 2.- Resultados simulacién del primer caso con 3 = 0.5

Al realizar el andlisis de sensibilidad del modelo haciendo que el parametro (3 varie
desde 0.1 hasta 0.8 podemos ver (Figura 2 derecha) que el rango de comportamiento,
de la variable Z, es muy diverso perdiendose incluso la periodicidad. En la Figura
3 puede comprobarse la estabilidad del sistema cuando § = 0.85 y el resto de los
parametros siguen siendo los mismos.
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Figura 3.- Resultados simulacién del primer caso con 3 = 0.85



Segundo caso: explosién

En este apartado introduciremos los siguientes valores para los parametros,

n|imi/|p J6] ko | ks | ka | kq | ky | kz

214 |11]046 0.1 1 (01]061]02]|0.3
k| kyle| Vol Vi|Vme | Vs | Vi| Vus
101 |1 2 2 6 20 | 25| 30

Los resultados de la simulacién (Figura 4) ponen de manifiesto un comportamiento
periodico para cada unas de las variables de estados, con la particularidad de un
valor “explosivo” (un pico) para un valor interior al periodo de oscilacién.
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Figura 4.- Resultados simulacién del segundo caso

Tercer caso: Casi-peridodica

Para mostrar un nuevo comportamiento del modelo que estamos analizando uti-
lizaremos los siguientes valores para los parametros,

n|lmi|p I5] ko | ks | ka | kg | ky | kz
412121051101]03(02]05102]0.5
k kel € | Vo |Vi| Vi | Vus | Va|Vus
10 1 01| 2 2 6 20 5 30
2 z
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Figura 5.- Resultados simulacién del tercer caso



En la Figura 5 se comprueba como la evoluacién en el tiempo de cada una de las
variables es casi-peridédica, hecho que puede apreciarse con més detalles cuando nos
centramos en la variable Z (Figura 5 derecha).

Cuarto caso: Caos

Como habiamos comentado anteriormente, el modelo es cadtico para los valores de
los coeficientes

/3 ko ks ka | kq | ky | kz
412111106501 /03194 01| 1 (03]0.6

3
3
S

E ke | e | Vol Vi| Ve | Vms | Va| Vis
10 1 | 13| 2 2 6 30 3 50

El comportamiento “irregular”de las variables de estado que aparece en la Figura 6
se remarca mucho mas al aumentar €2 el niimero total de moléculas de calcio citosoli-
co Ca®T, calcio intravesicular y IP3 intracelular (véase Fig. 7, pdgina 207 de [9])
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Figura 6.- Resultados simulacién del cuarto caso

Por tltimo, queremos poner de manifiesto que para este tipo de modelos la eleccion
de un tipo u otro de método numérico para la resolucion del sistema de ecuaciones
diferenciales es importante ya que los resultados se alteran cuando cambiamos el
método de resolucién (Figura 7)
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Figura 7.- Rojo: Euler. Azul: Runge-Kutta 4
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