
MODELOS MATEMÁTICOS BASADOS EN

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

El bruselator 1

En 1963 E.N. Lorenz con el trabajo “Deterministic Nonperiodic Flow”
revolucionó al mundo cient́ıfico al presentar una nueva teoŕıa conocida con el nombre
de la Teoŕıa del Caos. Al contrario de lo que pasa con el resto de las teoŕıas donde
su implantación se hace de una manera lenta y progresiva, el caos fue aceptado de
forma inmediata y traspasado del campo de la F́ısica a otros muy diversos.

Modelos matemáticos muy elementales, como el modelo discreto loǵıstico:

xt+1 = λxt(1− xt) , t = 0, 1, 2, · · ·

presentan comportamientos caóticos para valores concretos del parámetro λ > 0.
Una de las razones de tal proceder se debe al carácter no lineal de las relaciones
entre los elementos del sistema, en nuestro ejemplo de la ecuación loǵıstica.

En esta sección analizaremos un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en el
contexto de las reacciones qúımicas, del tipo A + X −→ 2X , donde la producción
del elemento X se obtiene del mismo producto X y del A.

En general, la reacción anterior se descompone en una serie de estados intermedios

1Basado en [21], página 77
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estudiados inicialmente por A.M. Turing y posteriormente por el premio nobel L.I.
Prigogine en Bruselas y se conocen con el nombre de bruselator,

A −→ X
2X + Y −→ 3X

B + X −→ Y + D
X −→ E

(1)

Se puede alcanzar el equilibrio en estas reacciones si añadimos constantemente los
productos A y B y al mismo tiempo extraemos D y E.

Como suele ocurrir con los modelos matemáticos, este tipo de modelos puede tras-
ladarse a contextos muy diferentes como por ejemplo a los sistemas ecológicos. G.
Gündüz en [19], propone las siguientes relaciones entre la hierba (H), los conejos (C)
y los zorros (Z),

H + C −→ C + C
C + Z −→ Z + Z

Z −→ E

como puede apreciarse, los conejos comen hierba y después se multiplican. Del mis-
mo modo, en la segunda de las relaciones, los zorros se alimentan de conejos y su
población crece. Finalmente, por la tercera relación los zorros se extinguen.

De (1), y procediendo de forma similar a como lo hicimos en el modelo de Michaelis-
Menten, se deduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, donde
para simplificar se ha considerado todos los parámetros unitarios,




dX

dt
= φ(X, Y ) = A + X2 Y −B X −X

dY

dt
= ϕ(X,Y ) = B X −X2 Y

(2)

A partir de este sistema es inmediato construir el siguiente diagrama,

Figura 1.- Diagram de Forrester de (2)
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siendo sus ecuaciones,

X = INTEG(Input X− Output X, 0.7)
Y = INTEG(Input Y− Output Y, 2/0.7)
Input X = A + X ∗ X ∗ Y ; Output X = B ∗ X + X

Input Y = B ∗ X ; Output Y = X ∗ X ∗ Y
A = 0.7 ; B = 2

El resultado de la simulación con Vensimr permite comprobar que para valores
iniciales X(0) = 0.7; Y (0) = 2/0.7 las soluciones son constantes y por lo tanto el
punto P = (0.7, 2/0.7) es de equilibrio. Además, se trata de un equilibrio inestable
ya que al modificar ligeramente los valores, X(0) = 0.75, Y (0) = 2.85, las variables
de estado, a largo plazo, no regresan al punto de equilibrio.

Para valores iniciales diferentes a los del punto de equilibrio el sistema se comporta
de forma periódica (Figura 2),

Figura 2.- Simulación de (1) con A = 0.7; B = 2, X(0) = 1; Y (0) = 2.5

y el sistema alcanza un ciclo ĺımite (Figura 2 derecha y Figura 3).

Figura 3.- Campo de direcciones de (1) con A = 0.7; B = 2; y diferentes valores iniciales
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A continuación realizaremos un breve estudio matemático del sistema (2) siendo
A > 0 y B > 0 con el objetivo de confirmar los resultados obtenidos en la simulación.

Resolviendo el sistema no lineal φ(X,Y ) = 0, ϕ(X, Y ) = 0 se obtiene un único punto
de equilibrio P = (A, B/A). Para clasificarlo, será necesario encontrar la matriz
jacobiana particularizada en el punto P ,

J =




∂φ

∂X

∂φ

∂Y

∂ϕ

∂X

∂ϕ

∂Y


 =

(
2XY − 3 X2

2− 2XY −X2

)
; J1 =

( −1 + B A2

−B −A2

)

La traza de la matriz J1 es −1 + B −A2 y su determinante asociado es A2 > 0. Por
tanto, para que el punto P = (A, B/A) sea estable deberá suceder que Traza(J1) =
−1 + B − A2 < 0; es decir B < A2 + 1.

En concreto, para los valores de la simulación A = 0.7; B = 2 el punto P =
(0.7, 2/0.7) será inestable. Por ejemplo, si A = 3; B = 2 el punto de equilibrio
P = (A, B/A) = (3, 2/3) será asintóticamente estable, como puede apreciarse en
las Figuras 5 y 6.

Figura 5.- Simulación de (1) con A = 3; B = 2, X(0) = 1; Y (0) = 2.5

Figura 6.- Campo de direcciones de (1) con A = 3; B = 2; y diferentes valores iniciales
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